Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler

(K. Steffen, Heinrich-Heine-Universitdt Diisseldorf, WS 2006/07)

1.3 Wurzeln, Potenzen mit beliebigen Exponenten, Logarithmen

DISKUSSION {Wurzelrechnung):

1) Es ist eine fundamentale Tatsache, dass jede Potenzgleichung z™ = a mit natiirlichem
Exponenten # > 2 und mit positiver rechter Seite a € R.q genau eine positive reelle
Losung 2 > 0 hat. Man kann dies so verstehen: Fir einen kleinen positiven Wert von z ist
z™ so klein wie man will, also auch kieiner als a; fiir einen grofien Wert von x ist aber 2™ so
grofl wie man will, also groBer als a. Daher muss es irgendwo dazwischen einen Wert von
x geben, fiir den ™ genau so grof ist wie a, eben eine Losung der Potenzgleichung. (Dass
dieses “Zwischenwertargument” giiltig ist, liegt an einer fundamentalen Vollstéindigkeits-
eigenschaft des Bereichs der reellen Zahlen R; es gibt darin eben “alle Zahlen, die man
braucht”. Im Bereich der rationalen Zahlen hat dagegen schon eine so einfache Gleichung
wie 2% = 2 keine Lisung.) Weil nun 2™ hei VergtBerung von z gréer wird und bei Verklei-
nerung von & kleiner (siehe 1.4), kann es auch keine weiteren positiven Losungen geben.
Fiir 2 = 0 ist natiirlich z = 0 die eindeutige Losung.

o Die eindeutige positive reelle Lésung der Potenzgleichung x™ = a mit Ezponent
2 < n € N und rechter Seite a > O heifit die n—te Wurzel aus a und wird {/a
oder al/™ notiert; aufferdem setzt man noch Y0 = 0. Im Fall n = 2 spricht man
auch von der Quadratwurzel aus ¢ und schreibt dafiir einfach \/a = a/2.

Demnach gilt (/a)” = a fiir a > 0 und {/a ist die einzige nichtnegative Zahl mit n-ter
Potenz a. Fiir' a = 6™ mit b > 0 hat auch b diese Eigenschaften (nichtnegativ mit n-ter
Potenz a), daher gilt auch /& = b, wenn b > 0 ist. Der Name “Wurzeln” wird manch-
mal auch fiir Losungen von allgemeineren Gleichungen als der obigen Potenzgleichung
gebraucht, z.B. fiir Lésungen von algebraischen Gleichungen.

2) Um mit Wurzel richtig wmzugehen, ist es ganz wichtig, folgendes zu beachten:

o Wurzeln a werden niemals aus negativen Zohlen a gezogen und haben niemals
negative Werte.

Die Potenzgleichung ™ = a kann zwar auch negative Losungen haben und auch fiir
negative rechte Seiten losbar sein, aber in diesem Fall bezeichnen wir die Lésungen nicht
mit dem Symbol {/a . Das ist sinnvoll, weil sonst die Wurzelrechengesetze wie Vab =
#/a /b falsch werden. (Das Beispiel —1 = +/(—1)2 = V12 = 1 haben wir ja schon gesehen;
die Rechnung ist ungiltig, weil im ersten Schritt eine negative Quadratwurzel gezogen
wird!}) AuBerdem machen negative Wurzeln gerade in der Okonomie, wo die relevanten
Grofen oft positiv sind, meist gar keinen Simm.

Im Ubrigen kann man auch die negativen Lésungen der Potenzgleichung durch positive
Wurzeln aus positiven Zahlen ausdriicken. Fir gerade n = 2m z.B. hat 2™ = a keine
Lissung, wenn a < 0, genau die Losung = = 0, wenn ¢ = 0, und genaun die zwei Losungen
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W@ > 0 und —¢/a < 0, wenn a > 0 ist. (Das erkennt man sofort aus ™ —a = (2™)° -
(Va)? = (a™ — a}{a™ + /a).) Fir ungerade n = 2m + 1 hat zwar 2" = o genau eine
Losung fiir jede rechte Seite a € R, aber diese Lésung ist negativ fiir a < 0 (weil Potenzen
nichtnegativer Zahlen wieder nichtnegativ sind) und sie kann mit der positiven n-ten.

Wurzel aus der (positiven) Gegenzahl |a| = —a in der Form — {/|a] < 0 ausgedriickt
werden {wie man aus (—z)® = (—1)"z" = —a fir 2* = a und ungerade n abliest.)
Obwohl beispielsweise 2° = —8 genau eine reelle Lésung hat, namlich z = -2, bezeichnen

wir diese Losung also nicht mit /8, sondern mit —+/8. ( Warnung: Das handhaben nicht
alle Autoren so und schreiben durchaus ¥/—8. Das Wurzelrechengesetz ¥//a = ¥/a gilt
dann aber fir a = —8& nicht mehr, weil —8 {iberhaupt keine 6-te Wurzel hat. Daher ist es
besser, unserer Konvention zu folgen und {/a immer nur fir die nichinegativen Wurzeln
aus nichtnegativen Zahlen o zu schreiben.}

3) Rechenregeln fiir Wurzeln lassen sich aus ihrer Definition in 1) und aus den
Potenzgesetzen herleiten fiir nichtnegative(!) Zahlen a und b

Yo =0, Y1 = 1,
(Ya)y" = a = Yo,
(Ya)™ = Vam,

Va-b = Ya- b,
Valb = /a/ b,

wobei zuletzt natiirlich b > 0 sein muss. Insbesondere ist die n-te Wurzel des Kehrwertes
gleich dem Kehrwert aus der n-ten Wurzel, {/1/b = 1/%b, und dafiir wird auch b=2/"
geschrieben. Die ersten beiden Regeln haben wir schon gesehen, die dritte gilt, weil beide
Seiten die n-te Potenz a™ haben, die vierte, weil alle drei Terme die (m - n)-te Potenz
a hesitzen, die fiinfte und sechste schlieBlich, weil beide Seiten n—te Potenz ab bzw. a/b
haben. Die Wurzelrechengesetze sind Spezialfille der Rechengesetze fiir Potenzen mit
gebrochenen Exponenten, man braucht sie sich daher nicht zu merken, wenn man alle
Wurzelausdriicke sytematisch als Potenzen umschreibt. Die ganze Wurzelrechnung ist im
Grunde Teil der allgemeineren Potenzrechnung, die wir anschlieBend behandeln. |

BEISPIELE: (zur Wurzelrechnung:)

1) Die allgemeine quadratische Gleichung
az +br+c=0 (mit a,b,ce R und a#0)

l6st man durch sog. quadratische Erginzung und Wurzelziehen so:

_a? _ I A ( b\ _b? - dac
0=az —Hm—i—cfa(a:—&%) te- e = a:+2a) =T
Fall 1 ¥ — 4ac < 0: Dann gibt es keine reelle Losung (weil die linke Seite der
letzten Gleichung immer nichtnegativ ist),

b
Fall 2 b —4ac = 0: Dann gibt es genau eine Losung z = 50
Fall 3 b —4ac > 0: Dann gibt es genau zwei Losungen, ndmlich die beiden Zahlen

L . s . . , 2 e s
z, fiir die z + —2% die positive bzw. die negative Quadratwurzel aus 2 4;‘“ ist, also

b 1
N /P2 =
Ty, %2 = =5 + 5 b? — 4ac
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Das ist die bekannte Losungsformel fiir quadratische Gleichungen; sie gilt auch im zweiten
Fall, liefert dann jedoch nur eine Losung z; = z = __2_3;_ . Schreibt man die quadratische
Gleichung mit Division durch den fithrenden Koeffizienten a um, so erhdlt man die sog.
“p—g—Formel”

PP hprtg=0 <= 1,22 = —ip = \/ip? —q, wenn p* > 4q.

Das Erste, was man bei einer vorgelegten quadratischen Gleichung zu tun hat, ist, das
Vorzeichen der Diskriminante bV —4ac bzw. p* —4q festzustellen; denn dieses Vorzeichen
entscheidet dariiber, ob die Gleichung zwei, eine oder keine Losung besitzt. Geometrisch
kann man die verschiedenen Félle darstellen, indem man den Graphen der Funktion von
z zeichnet, die durch die linke Seite der Gleichung gegeben ist. Man erhilt dann nach
oben (a > 0) bzw. unten {(a < 0) gedfinete Parabeln, welche die horizontale z-Achse nicht
treffen {Fall 1), in einem Punkt berithren (Fall2), oder in zwei Punkten schneiden, die den
Nullstellen entsprechen (Fall 3).

art +br + ¢
b < dae
a>0

B > dac
a >0

\_/ m
b?>dac W < dac / = dac
a <0 a << { a <0

2) Fiir algebraische Gleichungen vom Grad 3 oder 4 gibt es, wie schon gesagt, auch noch
Losungsformeln, in denen ineinander verschachtelte Wurzelausdriicke vorkommen; diese
Formeln sind aber zu kompliziert, um von praktischem Nutzen zu sein. Fir Gleichungen
von noch gréBerem Grad n > 5 gibt es aber (beweisbar) auch keine solchen Losungsformeln
mehr. Man ist dann auf Verfahren der numerischen Mathematik zur niherungsweisen
Berechnung der Ldsungen {wenn es welche gibt!) angewiesen. Das schliefit natiirlich nicht
aus, dass man in spezieilen Fiallen doch alle Losungen einer algebraischen Gleichung von
héherem Grad bestimmen kann. Bei einer kubischen Gleichung (Grad 3) z.B., bei der
man eine Lisung schon kennt, fithrt das in 1.2 beschriebene Reduktionsverfahren auf eine
quadratische Gleichung, aus der man dann die weiteren Lésungen berechnen kann (bzw.
erkennt, dass es keine weiteren gibt). Ein explizit losbarer Typ von Gleichungen vierten
Grades, der gelegentlich vorkammt, ist die sog. biquadratische Gleichung

art + bz 4+ ¢c=0.

Dies kann man als quadratische Gleichung ay® + by + ¢ = 0 fiir die Variable y = 2*

auffassen. Von deren nichtnegativen Lésungen y (Quadrate y = z* von reellen Zahlen
sind ja nie negativ) nimmt man dann die Wurzeln /7 und —,/7 und erhélt damit alle der
maximal 4 Lésungen der biquadratischen Gleichung. (Wenn die quadratische Gleichung
fiir y keine, oder nur negative Lisungen hat, so besitzt die biquadratische Gleichung keine
Lésungen.)
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3) Die Aufldésung von Gleichungen, die Wurzelterme enthalten ist unter Umstinden
moglich, indem man die Wurzeln durch (Quadrieren bzw. Potenzieren beseitigt. Beispiel:

:U-!-m:
= V2r+3=-2
= 2z+3=2z", alsoc 22 —=2% —3=0
&3 =1+ +3=142.

Im zweiten Schritt haben wir quadriert; das ist aber keine Aquivaienzumformung, also
missen wir durch Einsetzen in dije urspriinglich Gleichung noch nachpriifen, ob die ge-
fundenen Werte Lésungen sind: Fir z — —1 ist dje Ausgangsgleichung erfiillt, fir 2 — 3
aber nicht, also ist 2 = —1 ihre einzige Losung. (x = 3 lgst die Gleichung z — /22 F 3,
also die urspriingliche Gleichung mit der negativen Wurzel aus 2z + 3; wir bezeichnen
mit /- aber immer nur nichtnegative Zahlen! Man hiitte in der obigen Rechnung daher
gleich mit notieren kénnen, dass —z > 0 sein muss, und damit r = 3 ausgeschiossen.) In
komplizierteren Fillen hilft manchma)l mehrfaches (Quadrieren:

VIEVEFB-VET8=0 <« i4vaTi=viT3
= (Ve+Vz 13?2 =248 = z+2/evr+34+24+3=248

= 2VavVr+3=5-z == da(z+3) = (5—x)
= 307 +222-25-0 = r=-R VT30 =-2+28

Von den beiden gefundenen Werten fir z ist nur z = ! Lésung der urspriinglichen Glei-
chung, der andere Wert z — __% nicht. (Man hétte von vorneherein bemerken kénnen,
dass z > 0 sein muss, da sonst V& nicht definiert ist.) Wenn vier Wurzelausdriicke auf-
treten, so kann man sie im Allgemeinen nicht mehr durch mehrfaches Quadrieren weg-
schaffen. In der Algeba aber wird bewiesen, dass sich eine “Wurzelgleichung” immer (auf
kompliziertere Weise) in eine algebraische Gleichung wmformen lasst,

4) Anwendungen der Losungsformeln fiir quadratische Gleichungen und der Wurzelrech-
nung in der Wirtschaftswissenschaft behandeln wir in Kap. 2. Allgemeine n—te Wurzeln
bendtigt man 2.B. fir die Berechnung des Effektivzinssatzes vor fir einen Vorgang, bei
dem ein Anfangskapital K, durch Verzinsung zu evtl. wechselnden Zinstiiflen, wie z.B.
beim Sparen mit wachsendem Zins, in einer gegebenen Anzahl n von Jahren auf einen
Kapitalendwert K, anwiichst. Der Effektivzinssatz fiir diesen Vorgang ist derjenige Zins-
fubf p,, bei dem n-fache jahrliche Aufzinsung dasselbe Ergebnis lefert. Fiir den zu D
gehérenden Aufzinsungsfaktor G =1+ lé—ep* bedeutet das

%
Das ist eine Potenzgleichung n-ter Ordnung fiir die Unbekannte ¢,, und die einzige positive
Lésung (Aufzinsungsfaktoren sind Ja stets positiv) ist

e _ o HKn
Qeff = E also Peft = 100 - ( Eo— - 1) (Prozent) .

In komplizierteren Fallen fiihrt die Effektivzinsberechnung aber auf eine algebraische Glei-
chung, die nicht mehr durch Wurzelzichen auflosbar ist. Das haben wir ja schon zur Ef-
fektivzinsgleichung fiir Annuititendarlehen qr — afﬁ—:—ll = bemerkt. |

[(71 = Q:JKO bzw. Q’:}
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Potenzen a® mit belicbigen reellen Ezponenten s treten in mathematischen Modellen fiir
tlkonomische Vorginge hiufig auf, insbesondere deswegen, weil Vorgénge uneingeschrénk-
ten Wachstums (oder Verfalls) durch Ezponentialfunkiionen f(z) = a” von einer reellen
Variablen z beschrieben werden. Dabel will man die Funktionswerte selbstverstindlich
nicht nur fiir ganze Zahlen x berechnen kénnen, sondern eben fiir alle reellen Zahlen.
Wenn man eine sinnvoiie und niitzliche Potenzrechnung fiir Potenzen mit beliebigen reel-
len Exponenten erkldren will, so miissen natiirlich die iiblichen Potenzrechengesetze gelten,
die wir fiir ganze Exponenten in Abschnitt 1.1 wiederholt haben. Aus dieser Forderung
ergibt sich aber schon zwangsliufig, wie man die allgemeinen Potenzen zu definieren hat.
Betrachten wir zum Beispiel einen Stammbruch s=1/n als Exponent {mit n€N), so
sollte fiir die zu erklarende Zahl o™ gelten (a'/™)* = /™)™ = ol = a, also miissen wir
festsetzen al/™ = {/@ (wobei natiirlich &/a := a zu verstehen ist; die Notation a'/™ fiir {/a
haben wir ja auch schon bei der Wurzelrechnung angegeben). Wegen der Schwierigkeiten
beim Wurzelziehen aus negativen Zahlen sind wir an dieser Stelle {ibrigens gezwungen,
uns auf das Potenzieren von positiven Basen a > 0 zu beschréanken.

Im néchsten Schritt wollen wir nun a™/™ mit einer rationalen Zahl m/n als Exponenten
erkldren (mit m € Z und n € N). Dafiir sollte dann (a™/™)* = al™/™'" = g™ gelten, also
haben wir ™" = {a™ = ({/a)™ festzusetzen. ier gibt es ein kleines Problem, weil
man dieselbe rationale Zahl r ja (durch Erweitern buw. Kiirzen) auf verschiedene Weise
als Bruch % = & schreiben kann (mit ganzen Zahlern &,m und nattrlichen Nennern I, n},
und der Wert der Potenz mit diesem Exponenten darf natiirlich nicht davon abhéngen, wie
man den Exponenten als Bruch geschrieben hat. Mit m -1 = & - n und den Rechenregeln
fiir das Potenmeren mit ganzen Exponenten findet man aber ({/a™)'™ = ((¥a™)")! =
(@™ = ™ = g*" = (ak)” = ((Va®))™ = (VaF)™, dh. sowohl ¥/a™ als auch vak
sind die (l-n)wte Wurzel aus o™ und damit glelch. Das Problem ist also zum Gliick nicht

vorhanden und unsere Definition von a" fiir » € @ unabhéingig von der Darstellung von r
als Bruch.

Im letzten Schritt missen wir jetzt noch «® fir irrationale Zahlen s erkldren. Da man
jede reelle Zahl s beliebig gut zwischen rationale Zahlen r,t einschachteln kann, z.B.
indem man die Dezimalbruchentwicklung von s erst sehr weit nach dem Dezimalpunkt
abbricht (um r zu erhalten) und dann die letzte Dezimale um 1 erhoht (um ¢ zu erhalten),
werden wir das natiirlich so machen wollen, dass die zu definierende Zahl a® zwischen den
schon definierten Potenzen o" und a* liegt, wenn r < s < ¢ ist. Es lésst sich zeigen
— allerdings mit einigem mathematischem Aufwand —, dass durch diese Bedingung die
Zahl a® schon eindeutig festgelegt ist. Wir brauchen das nicht néher zu erkldren, weil man
fiir praktische Zwecke doch immer nur mit rationalen Exponenten rechnet (wie auch die
allgemeine Potenzfunktion in einem Taschenrechner). Statt a® genan zu kennen, gentigt
es eben einen guten Ndherungswert a” mit rationalem Exponenten r zu wissen, und der
Unterschied zwischen a® und a” ist so kiein, wie man will, wenn man nur die rationale Zahl
r nahe genug bei der reellen Zahl s gewiihlt hat. Wir fassen die Definition der Potenzen mit
allgemeinen Exponenten zusammen und besprechen die Rechenregeln dafiir in folgender

DISKUSSION (Potenzrechnung mit beliebigen reellen Exponenten):

1) o Fiir positive Zahlen a > 0 und rationele Zahlen r = m/n mit m € Z und n € N wird
die Potenz a” der Basis ¢ mit dem gebrochenen Exponenten r erkldrt durch

a’ =a% = Yam = ({‘/E)m
Fir beliebige reelle Zahlen s € R ist dann die Potenz a® der Basis a mit dem

reellen Exponenten s erklirt als die eindeutige reelle Zohl, die zwischen o™ und
a* liegt, wenn immer der Ezponent s zwischen den rationalen Zahlen v und t ist.
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Fiir einen irrationalen Exponenten wie etwa /2 = 1.4142... bedeutet diese Definition
also, dass a¥? zwischen o' = ¢™/% = (¥a)” und a'® = &*?* = (/a)® liegt, genauer
zwischen a4 = @!#1/190 = ( 199/g)*! und o' = o™/ = (/@)™ noch genauer zwischen
alAl = QTOT/E00 (a0 TOT ypd glA1S = P83/200 — (2993)2 usw.; je besser man v/2
durch rationale Zahlen r wie 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, ... approximiert hat, desto besser
approximieren die Potenzen der Basis a mit diesen rationalen Exponenten (also Potenzen,
die man mit Wurzelzichen berechnen kann) auch die Potenz a2,

2) e Polenzen mit allgemeinen Exponenten s sind nur fir positiven Basen a > 0 erkldrt
und haben stets positive Werte a°.

Das muss betont werden; denn sonst kémnen die Potenzrechengesetze nicht gelten. (Z.B.
kann fiir ¢ > 0 dann —a = (—a)***¥/2 = {(—a)/?)? nicht richtig sein, weil Quadrate
nie negativ sind, und aus demselben Grund kénnte b° = b°/ . b*/% nicht gelten, wenn
b* < () wire.) Eine Ausnahme hiervon machen wir nur bei ganzzahligen Exponenten, wo
wir a® = a-a-...-a (n Faktoren) fir beliebige reelle Basen definiert haben, wenn n € N
ist, sowie a™" 1= 1/a” fiir reelle Basen a # 0. Es ist auch sinnvoll, noch 0° 1= 0 zu setzen,
allerdings nur fiir positive Exponenten s > 0. Die Potenz “0"” bleibt undefiniert, weil
es genau so gute Griinde gibt, diesem Ausdruck den Wert 0 zuzuweisen (es ist namlich
0° = 0 fiir s > 0), wie es Argumente fiir den Wert 1 gibt (ndmlich a® = 1 fiir Basen
a # 0). Man sagt: “0°” ist ein “unbestimmter Ausdruck”™. Fir negative Exponenten
—s < 0 kann man 0~° auch nicht sinnvoll erklaren, weil es das Reziproke zu 0° sein
milsste, wenn die Potenzrechenregeln gelten sollen, aber der Kehrwert von 0° = 0 kann
nicht gebildet werden. Die Ausnahmen &ndern aber nichts am Grundsatz: Sobald in einer

Rechnung nichtganze Exponenten auftauchen, miissen die Basen positiv sein, sonst kann
Unfug entstehen wie eben —1 = (=1)! = (=1)V/#1/2 = (- )V2.(—1)12 = ((=1)}/%)? > 0.

3) Die Rechenregeln fiir den Umgang mit Potenzen von positiver Basen ¢ > 0 und b > 0
zu beliebigen reetlen Exponenten s, sind folgende Potenzgesetze:

o Potenzen mit Frponent O und Potenzen von 1 mit beliebigem Exponenten haben den
Wert 1.
=1, 1°=1;
o man multipliziert / dividiert Potenzen derselben Basis, indem man die Exponenten
addiert / subtrahiert:

a® - at = ot a*fot = et

e man bildet den Kehrwert einer Potenz, indem man das Vorzeichen des Exponenten
umkehrt:
lja*=a*;
e man potenzierl eine Potenz, indem man die Exponenten multipliziert:
( as)t — as-t .

o man multipliziert / dividiert zwei Potenzen mit demselben Erponenten, indem man
das Produkt /den Quotienten der Basen mit diesem Ezponenten potenziert:

@b = (a-b)®, a’ /b = {a/b)°.

All dies muss man nur filr rationale Exponenten zeigen, fiir reelle Exponenten folgt es
dann aufgrund der Definition der Potenz durch Approximation mit Potenzen zu rationalen
Exponenten automatisch. Fiir rationale Exponenten s = % und ¢t = = {mit k,m € Z und
I,n € N} aber sind die angegebenen Potenzgesetze unmitielbare Folgerungen aus den
(Gesetzen der Wurzelrechnung und den bereits bekannten Potenzrechenregein bei ganzen
Exponenten. Zum ersten Gesetz a® = 1 und 1° = 1 brauchen wir nichts mehr zu sagen,
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und die andern Potenzgesetze ergeben sich dann so:

a® - b¥ = (Yay - (Vo) = (Va- V)" = (Ve )" = (a-b)¥,
N7 () = (8= ()"
oo =B af = (YO (Ya)™ = (§a)nTm w TR = o TR

und dieselben Rechnungen sind auch giiltig fiir Division statt Multiplikation. Das Gesetz
iiber den Kehrwert einer Potenz ist ein Spezialfall der Division, ndmlich 1/a® = 1°/¢® =

(1/a)* = (¢~ 1)* = a™,

4) Wurzeln /o hatten wir definiert als eindentige positive Losung der Potenzgleichung
z™ = a. Nun konnen wir solche Gleichungen auch fiir beliebige reelle Exponenten s # 0
betrachten und losen:

TS

=3

+
33

a

e Die eindeutige positive Lisung der Polenzgleichung x° = a zu gegebenem Ezponenten
3 € Rq und rechter Seite a € Ry ist z = a'/?; hierfir schreibt man auch {/a.

Auf Taschenrechnern sind diese Wurzeln zu nichtganzen Exponenten s {mit der Funk-
tionsbezeichnung “ &7 ") meistens vorhanden und alle frither angegebenen Wurzelrechen-
gesetze gelten fiir solche allgemeineren Wurzeln {/a, bei denen s nicht mehr eine nattirli-
che Zahl sein muss. Diese Gesetze fiir das Wurzelrechnen braucht man sich aber nicht
zu merken; denn es handelt sich einfach um Spezialfille der Potenzgesetze, bei denen die
Exponenten in der Form 2 geschrieben sind:

(Vo) =a=Vo = (aF) =a'= (as)”s !
(Va)' = ot = () =a = ()",
va- iy c/‘ . (aw)”‘ afet = ()"
Va-b= = alf{s‘bl/sx(a-b)lfs,

und entsprechend fiir Division statt Multiplikation. Sogar “neue” Wurzelrechengesetze, auf
die man nicht ohne Weiteres kommt, lassen sich aus den Potenzrechengesetzen ableiten:

L] i,1 3
Va-{a= Vet =(a)"" e algl/t = gst = o5
Statt mit solchen komplizierten Wurzelrechengesetzen zu operieren, sollte man aber besser

o immer alle Wurzeln /a als Potenzen a'/® umschreiben und dann die einfacheren
und leicht zu merkenden Rechenregeln fiir Potenzen verwenden. [

Es liegt auf der Hand, dass die Basen 10 (Dezimalsystem) und 2 (dyadisches System, wird
fiir die Zahlendarstellung in Computern benutzt ebenso wie das Hexadezimalsystem, also
die Basis 16) von besonderer Bedeutung sind. Keineswegs offensichtlich und eine bemer-
kenswerte mathematische Entdeckung ist, dass eine andere Basis fir die Potenzrechnung
besonders giinstig ist, ndmlich die Eulersche Zahl e = 2.71828182. ... Diese Zahl ist nicht
rational und auch nicht mit wiederholtemm Wurzelziehen aus einer rationalen Zahl zu er-
halten; es ist vielmehr bekannt, dass sie transzendent ist, d.h. sie 16st keine algebraische
Gleichung a,z"™ + a,_12" " +...4+ a1z +ag = 0 mit rationalen Koeffizienten a; . Wie kann
es sein, dass eine so “abgelegene” reelle Zahl in gewisser Weise die beste Basis fur die
Potenzrechnung ist, so dass sie als “natiirliche Basis” bezeichnet wird? Bemerkenswerter-
weise hangt die Anwort mit Finanzmathematik zusammen, ndmlich mit dem Problem der
kontinuierlichen Verzinsung. Dazu greifen wir in der folgenden Diskussion auf Kap. 2 vor.
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DISKUSSION (kontinuierliche Verzinsung und die natiirliche Basis):

1) Wir betrachten die Verzinsung eines Kapitals in einem Zeitraum ¢ Jahre zu einem
gegebenen Zinsfull p% . Bei einfacher Verzinsung ist der Aufzinsungsfaktor dann 1 + &= 100
Teilen wir den Zeitraum in n gleich lange Zinsperioden ein und schlagen die Zinsen am
Ende jeder Periode dem Kapital zu, so ist der Aufzinsungsfaktor (1 + Z=)" natiirlich
groBer. Das ist 6konomisch klar wegen des Zinseszinseffekts und mathematisch anch leicht
beweisbar; z.B. ergibt sich aus der binomischen Formel, wenn man nur die ersten beiden
Summanden berticksichtigt, sofort (1 + t&=)" > 1+ (7 )Tg'e? =1+ &.

Nun kann man sich auf den Standpunkt stellen, dass die Einteilung in endlich viele Zin-
sperioden, z.B. in Quartale oder Monate, “ungerecht” ist — vielmehr miisste man, um die
anfallenden Zinsen “gerecht” mitzuverzinsen, die Laufzeit in Tage, Stunden, Sekunden, ja
eigentlich in beliebig kurze Zinsperioden einteilen. Das bedeutet, dass die Zahl n der Zin-
sperioden immer gréBer gemacht werden muss und schilieflich iiber alle Grenzen wichst.
Es ist ckonomisch klar und mathematisch auch beweisbar, dass die Aufzinsungsfaktoren
g = (1+ =)™ gréBer werden, wenn man die Zahl n der Zinsperioden (innerhalb dersel-
ben Laufzeit t) vergréBert; denn dabei wirkt sich der Zinseszinseffekt ja stéirker aus. Die
Frage ist nun: Wie grofl werden diese Aufzinsungsfaktoren? Etwa beliebig groB, so dass
der Zinsertrag bei “gerechter” Verzinsung ebenfalls beliebig grof wird? Okonomisch be-
trachtet erscheint das zumindest unwahrscheinlich, und ein Test, etwa mit p% = 5% und
t = 1 (Jahr), gibt fir n = 1,2,10,100,1000, ... die Aufzinsungsfaktoren 1.05, 1.025° =
1.050625, 1.005" = 1.051135, 1.0005'0 ~ 1.051258, 1.000051%%° ~ 1.0512695, ..., was
auch nicht gerade auf ein Anwachsen tiber alle Schranken hindeutet.

Tatséchlich bleiben die g, beschrankt, und auch dies kann man mit einer 6kenomischen
Uberiecrung einsehen. Dazu betrachten wir fiir n > 1%% die Abzinsungsfaktoren g, =
(1-+& 23" fiir die vorschiissige Abzinsung eines Kapitals in n gleich langen Zinsperioden
der Gesamtdauer t. Es ist konomisch klar und wiederum mathematisch beweisbar, dass
auch diese Faktoren mit wachsendem n grofier werden, weil die abzuziehenden Zinsen
nach jeder Zinsperiode von einem verkleinerten Kapital berechnet werden, ein Effekt, der
sich bei mehr Zinsperioden frither und starker auswirkt, Nun gilt hier aber g, - @, =
(1 + ﬁ) (1— 25 = 1= (F=) < 1, dh. ¢, < 1/G,. Weil hier die Zahlen g,
und ¢, mit wachsendem n anwachsen die Reziproken 1/g, also abnehmen, kénnen die g,
mit wachsendem n nicht beliebig groB werden. Nun ist es eine fundamentale Eigenschaft
des Bereichs der reellen Zahlen, dass jede wachsende Folge ¢, < g2 < g3 < ... von reellen
Zahlen, die von oben beschrinkt ist (d.h. alle ¢, liegen unterhalb einer festen Zahl) einen
Grenzwert g besitzt, was hier bedeutet, dass die g, dieser Zahl g so nahe kommen wie
man will (aber stets kleiner bleiben), wenn man nur n gentigend groB wahlt. Diese Zahl
wird ¢ := lim, .. g, bezeichnet (“Limes von g, bei n gegen Unendlich”) und hat die
skonomische Bedeutung des Aufzinsungsfaktors zum ZinsfuB p% in der Laufzeit ¢ Jahre
bei Zinszuschlag nach beliebig kurzen Zinsperioden, also gewissermaBen bei sténdigem
Zinszuschlag. Sie heifit daher

o Aufzinsungsfaktor bei kontinuierlicher Verzinsung zu p% in der Laufzeit ¢:
i (14 2L
9 T}EEO(H 007/

2) Die Eulersche Zahl e erhalten wir nun, wenn wir oben p und ¢ so wahlen, dass £ 10@ =1
ist, also z.B. die kontinuierliche Verzmsuncr firr 100 Jahre zu 1% betrachten oder fiir 20
Jahre zu 5%. Es ergibt sich dann die sogenannte
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e natiirliche Basis (Eulersche Zahl):

e lim (1+1) = 2718281828450, ..
n— 00
An dieser Stelle ist noch nicht einzusehen, warum diese Zahl eine “gute Basis” fiir die
Potenzbildung sein soll. Aber wenn wir annehmen, dass 1%% = & ratjonal ist mit k,l € N
und fiir n Vielfache n = m - k des Zéhlers k einsetzen, so ergibt sich ¢! = [(1 + p2=)"™]*.
Hier strebt mit wachsendem m nun der Term [...] gegen die Eulerschen Zahl e, weil
[ - m natiirliche Zahlen durchliuft und beliebig groff wird, und man iiberlegt sich leicht,
dass die Potenzen [...]* dann der entsprechenden Potenz e* beliebig nahe kommen fiir
hinreichend groBe m. Auf der anderen Seite strebt ¢, mit wachsendem % = m - k gegen
den kontinuierlichen Aufsinsungsfaktor g aus 1) und die Potenz ¢, damit gegen ¢'. Das

Resultat ist, dass ¢! = e* sein muss, also ¢ = e*/* = &?*/1%0 Mit Worten:

o Der Aufrinsungsfakior bei kontinuierlicher Verzinsung ist die Potenz der Fulerschen
Zahl mit dem Laufzeit-anteiligen Zinsfuff als Erponenten,

-
o p-t )”: &
tim (14 55 ) = el

Das haben wir zwar nur fiir rationale Werte von i%% vorgerechnet, es gilt aber fiir be-
liebige positive reelle Werte z des Laufzeit-anteiligen ZinsfuBes, weil der dazu gehdrende
Aufzinsungsfaktor offenbar zwischen den Aufzinsungsfaktoren zu rationalen Werten von

£ liegt, die kleiner bzw. grofer als = sind.

AuBerdem gilt eine entsprechende Aussage fiir das vorschiissige kontinuierliche Abzin-
sen. Wir haben in 1) schon gesehen, dass die zugehdrigen Abzinsungsfaktoren ¢, < 1
mit n anwachsen, wobei ¢, - §, < 1 gilt. Daraus folgt, dass auch die Folge q1, ¢2,43, ...
einen Grenzwert § hat, wobei ¢ § < 1 ist. Fiir groe n haben wir andererseits auch
G Gn = [1=(E)" > 1 — 1(&5)?, was man erkennt, wenn man den vorletzten Term als
vorschiissigen kontinuierlichen Abzinsungsfaktor zu p% fiir n Zinsperioden in der Lauf-
zeit pt?/100n auffasst und mit dem aus tkonomischen Griinden offensichtlich kleineren
vorschiissigen Diskontierungsfaktor bei einfacher Verzinsung vergleicht. Da < beliebig klein
wird mit wachsendem ., muss daher auch ¢-§ > 1 sein, d.h. es gilt sogar § = g~ ! = e #*/1%C,
Da dies das Reziproke des Aufzinsungsfaktors e”/1% ist, sind also bei kontinuierlicher Ver-
zinsung die vor- und die nachschiissigen Aufzinsungsfaktoren gleich, und wir kénnen die
erhaltenen Ergebnisse wie folgt zusammenfassen: :
o Aufrinsungsfoktor bzw. Abzinsungsfaktor zum Laufzeit-anteiligen Zinsfufd x = %—% >0
sind bei kontinuierlicher (nach- oder vorschissiger) Verzinsung gegeben durch die
Potenzen der natiirlichen Basis mit Exponent x bzw. —x,

() e (o3
Es versteht sich, dass zu einem strengen Beweis der obigen Grenzwertformeln fiir die
Potenzen von e mathematische Grenzwerttheorie erforderlich ist, um die Rechnungen mit
Grenzwerten, die wir angedeutet haben, zu rechtfertigen. Diese Grenzwerttheorie stellt
die Mathematik auch zur Verfiigung, d.h. man kann alle obigen Argumente zu exakten
mathematischen Beweisen ausarbeiten. Das brauchen wir aber hier nicht zu tun; denn
fiir die Mathematik in der Wirtschaftswissenschaft geniigt eine intuitive Vorstellung von
Grenzwerten und Grenziibergéingen, und damit kann man auch den Zusammenhang von
kontinuierlicher Verzinsung mit den Potenzen der Eulerschen Zahl schon gut verstehen.
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3) Mit der Interpretation der Potenzen von e als Aufzinsungsfaktoren fiir das Anwach-
sen eines Kapitals bei kontinuierlicher Verzinsung ist nur eine von vielen Eigenschaften
beschrieben, welche die natiirliche Basis gegeniiber anderen Basen auszeichnet. Dieselbe
Eigenschaft ist tibrigens auch die Ursache fiir das Auftauchen der Potenzen dieser Zahl in
vielen Gesetzen der Naturwissenschaften; denn wenn man einen Prozess unbeschriankten
Wachstums oder Zerfalls hat {wie z.B. radioaktiver Zerfall), so lasst sich genau dieselbe
Argumentation anwenden wie cben beim Anwachsen eines Kapitals durch kontinuierliche
Aufzinsung bzw. beim Abnehmen des Kapitalstands durch kentinuierfiche Abzinsung,
d.h. man erhédlt als Wachstums- bzw. Zerfallsfaktoren fur die Laufzeit ¢ die Potenzen
e = ¢’ mit einer gewissen fiir den Prozess charakteristischen Wachstumsrate k > 0
und ¢ = ¢**. Ein solches “Exponentialgesetz” ist auch deswegen zu erwarten, weil bei
demselben kontinuierlichem Wachstum in n aufeinander folgenden Zeitspannen ¢4, ...,1%,
der Wachstumsfaktor flir die Gesamtlaufzeit ¢ = ¢; 4 ... + £, gleich dem Produkt der
Wachstumsfaktoren fiir die einzelnen Zeitabschnitte ¢, sein sollte, und in der Tat ist ja

auch gemif Potenzgesetzen

ty ts ; in fiHta+ e

a't-a® - oat=ma
4) Ein besonderer Vorteil der natiirlichen Basis e ist, dass man die Potenzen e* mit
beliebigen reellen Exponenten z sehr gut und schnell ndherungsweise berechnen kann,
viel besser als die Potenzen anderer Basen wie 2 oder 10. Die Darstellung von e* als
Grenzwert der Ausdriicke (1 + £)* bei n — oo ist dagu allerdings wenig geeignet; fiir
x = 1 etwa ist der Fehler e* — (14 £)™ etwa so groff wie <+, was bedeutet, dass man n sehr
groB wihlen muss (z.B. 10°), um durch Berechnung von (1 + £)™ den Wert von &* auf
einige Dezimalen {z.B. 6 Dezimalen) genau zu erhalten. Mit der binomischen Entwicklung
n his k
z\" _ AW
(1+5) =2 (@)
kann man eine fiir die Berechnung von e besser geeignete Darstellung erhalten. Dazu

iiberlegt man, dass die Faktoren (7)(2)F = L. 2.2=l. . 2=kl fiir grofie n ungefahr

- E L ks
gleich 4 sind, wobei die Ubereinstimmung um so besser ist, je gréBer n gewshlt wird. Mit
wachsendem n strebt daher die linke Seite der binomischen Entwickiung gegen e® und die
rechte gegen die Summe der Summanden £z*, d.h. man erhalt die fiir alle 2 € R giiltige

Darstellung der Potenz ¢* durch die sog. Exponentialreihe
o0

e‘”zz_% :1+—11—!:c+%3;2 + %mg + %ﬁ?‘iﬂ- e
k=0

Dies ist wie bei der in Abschnitt 1.1 erwéhnten unendlichen geometrischen Reihe so zu
verstehen, dass die Summe der ersten n Summanden rechts ein Ndherungswert fiir e® ist,
wobei der Fehler kleiner ist als jede vorgegebene Fehlerschranke (z.B. 107°), wenn man
nur n gross genug wéhlt. Weil die Fakultdten k! der natiirlichen Zahlen k& sehr schnell
anwachsen mit wachsendem & — viel schneller als die Potenzen 2* jeder festen Zahl z,
selbst wenn z grof ist —, werden die Glieder der Exponentialreihe sehr schnell klein. Man
braucht daher nur wenige Summanden der Reihe zu berticksichtigen, um e* schon mit sehr
grofier Genauigkeit durch die Summe dieser Glieder annshern zu kénnen. Eine genauere
Analyse zeigt, dass der Fehler, den man bei Abbruch der Exponentialreihe mit dem n-
ten Summanden macht, nicht gréfer ist als mjminﬂe'm‘; fur |z} < 1 gentigen daher
die ersten 10 Summanden der Reihe, um ¢® bis auf 6 Dezimalstellen genau zu erhalten.
Die natiirliche Basis e ist dadurch ausgezeichnet, dass man mit der Ezponentialreihe ein
exzellentes Verfahren zur Berechnung ihrer Potenzen e zur Verfigung hat — ein derart
einfaches und genaues Verfahren zur Berechnung von Potenzen o® gibt es fiir andere Basen
a nicht!
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5) Die sog. natiirliche Exponentialfunktion exp(z) = e® zur Basis e hat weitere
besondere Eigenschaften, die sie vor den Exponentialfunktionen exp,(z) := a® zu anderen
Basen a auszeichnet. Zum Beispiel ist sie die einzige Exponentialfunktion, die Steigung 1
an der Stelle z = 0 hat, d.h. es gilt e® & 1 + z fiir kleine Werte des Betrags |z|, wobei
der Fehler im Verhltnis zur GréBe von |z| beliebig klein wird, wenn {z| klein genug ist.
Daraus folgt, dass die natiirliche Exponentialfunktion die einzige Exponentiaifunktion —
und bis auf einen Faktor sogar die einzige Funktion {iberhaupt — ist, deren Ableitung die
Funktion selbst ist (wir kommen darauf in der Differentialrechnung zuriick). Die Fulersche
Zahl e tritt ferner in vielen sehr verschiedenen Zusammenhingen in der Mathematik auf,
es handelt sich in diesem Sinne wirklich um ein fundamentale “N aturkonstante”, wie z.B.
auch die Kreiszahl 7, und zwischen beiden Zahlen gibt es tiefe Zusammenhinge. Wir
erwihnen die Stirlingsche Formel

T
n! ~/2mn -g;,

die fiir groBe natiirliche Zahlen n die GrisBe der Fakultdten n! sehr genau beschreibt. Fiir
grofie Zahlen n sind die Fakultaten, eben weil sie riesig groB sind, schwer in den Griff zu
bekommen; ein gewshnlicher Taschenrechner kommt z.B. nur bis (69}, weil (70)! schon
grofer ist als die auf dem Rechner nicht mehy darstellbare Zahl 10'%°. Die Stirligsche
Formel gibt Néherungswerte fiir die Fakultdten in dem Sinne, dass der relative Fehler,
das ist der Quotient aus linker und rechter Seite minus 1, sehr klein ist fiir grofie n,
und zwar sogar kleiner als eine beliebig klein gegebene Fehlerschranke, wenn nur n grof
genug ist. (Genauer ist der relative Fohler grofier als Null und kieiner als el/12r _ 1)
Die Naherungsformel fir die Werte der Fakultiten n! wird also gewissermafien um so
besser, je gréfer n ist! Eine gute ndherungsweise Kenntnis der Fakultiten grofier Zahlen
n und der hierdurch ausdriickbaren Binomialkoeffizienten () = m’%c-)h, ist wichtig in der
Statistik bei groBen Fallzahlen. Dies ist ein durchaus auch fiir die Wirtschaftswissenschaft
relevantes mathematisches Fachgebiet, und insofern ist auch die Stirlingsche Formel fiir die
Okonomie von Bedeutung. Statistik gehért aber nicht mehr zum Lehrstoff dieses Kurses,

sondern ist ein eigener spezieller Kurs im Studium der Wirtschaftswissenschaft,

Ein anderer tiefer Zusammenhang zwischen e und = zeigh sich, wenn man den Bereich
der reellen Zahlen R zum Bereich der komplexen Zahlen C erweitert, in dem auch eine
Quadratwurzel aus —1 vorhanden ist, die sog. “imagindre Einheit” §. Man kann dann
auch die Potenzen a® von positiven Basen a € R.q mit komplexen Zahlen z € € als
Exponenten sinnvoll erkliren, und Euler hat eine tiefe Beziehung der Potenzen von e mit
Vielfachen it der imaginiren Einheit als Exponenten (# € R) zu den Kreisfunktionen
Sinus und Kosinus und damit zur Kreiszahl = gefunden, nimlich die Eulersche Formel

a9
=2 .
e = cost + fsint,

speziell

/2 _ ool o ~1, el _ ~5, ol g

In der Wirtschaftsmathematik kommen freilich komplexe Zahlen nicht (oder selten) vor,
daher ist auch die bemerkenswerte Eulersche Formel dort nicht von Bedeutung. Wir haben
sie nur erwahnt, um die besondere Rolle der natiirlichen Basis e zu unterstreichen, die sich
— wie oben gesehen — schon bei der mathermatischen Modellierung bestimmter “ideajer”
tkonomischer Vorgénge wie der kontinuierlichen Verzinsung zeigt, mehr aber noch, wenn
man in andere Bereiche der Mathematilk hineinschaut. =



30 Mathematik fur Wirtschaftswissenschaftler

Wir kommen nun zum letzten Thema dieses Abschnittes, den Logarithmen. Auf diesen
Begriff st68t man, wenn man die Losung von Erponentialgleichungen o® =y untersucht,
d.h. zu gegebener Basis a und rechter Seite y ist der Exponent z gesucht, fiir den die
Potenz o den Wert y hat. (Natiirlich muss, wie immer, @ > 0 und y > 0 sein, damit die
Fragestellung sinnvoll ist; die Basis a = 1 ist ebenfalls ein auszuschlieBender Sonderfall,
weil ja 17 = 1 ist fiir alle z, so dass die Exponentialgleichung dann fir y £ 1 keine
und fiir y = 1 alle Zahlen = als Losung hat.) Betrachten wir eine Basis a > 1, so wird
a® beliebig groB fiir grofie Werte von z, also gréBer als y. Das erkennt man daran, dass
fir die néchstkleinere ganze Zahl n := |z| die Ungleichung &® = o™ . g" > q* =
(1 4+ (a=1))" > 1 + n(a~1) gilt (wobei wir im letzten Schritt nur die beiden ersten
Summanden der binomischen Entwicklung beriicksichtigt haben; aufierdem ist a™" > 1,
weil die Basis > 1 ist und der Exponent nichtnegativ, siehe 1.4). Fiir negative Werte von
z mit selr groflem Betrag |x| = —z ist andererseits a® das Reziproke der sehr groBen Zahl
al™ und damit sehr klein, also auch kleiner als y > 0. Mit der Zwischenwerteigenschaft
der reellen Zahlen folgt daher, dass es einen Wert z des Exponenten geben muss, fiir
den a” genau gleich y ist. (Der exakte mathematische Beweis benutzt die Stetigkeit der
Expenentialfunktion, d.h. a® und a* unterscheiden sich beliebig wenig, wenm s und ¢ in R
nahe genug beieinander liegen. Das ergibt sich z.B. aus der fir n € Nyzund0 <t—s< s
gltigen Abschiitzung o = a"* - a® < o™ ¢* = YT+ (a—1) ¢ < [1 + i{a-1)] - a*;
siehe 1.4.) Es kann auch nur einen einzigen solchen Wert geben; denn ist o® = y = &,
so folgt a® % = 1 und damit = = 7, weil Potenzen von Basen # 0 mit Exponenten s 0
nicht den Wert 1 haben kénnen (fiir @ > 1 ist der Wert > 1, wenn der Exponent positiv
ist, und < 1, wenn der Exponent negativ ist; siehe 1.4). Damit haben wir also fiir Basen
a > 1 gefunden, dass die Exponentialgleichung a® = y fiir alle y > 0 genau eine Losung
hat. Diese Feststellung ist die Grundlage der folgenden Definition der Logarithmen. Fiir
Basen 0 < a < 1 gilt iibrigens wegen a® = (1/a) " mit 1/a > 1 dieselbe Aussage.

DISKUSSION (Logarithmenrechnung):

1} Zunichst erméglichen uns die obigen Vortiberlegungen folgende Definition:

e Fir eine gegebene Basis 1#a€ Ry und eine gegebene Zohl y € Rog heifit die ein-
deutige Lisung © € R der Ezponentialgleichung of = y der Logarithmus des
Numerus y zur Basis a und wird log,y notiert. Bei Wahl der Basis ¢ — 10
schreibt man einfach logy statt log,qy und nennt diese Zahi den dekadischen
Logarithmus von y (auch: Briggscher Logarithmus und gelegentlich lgy notiert).
Bei Wahl der natiirlichen Busis a = e schreibt man Iny  fir log,y und nennt dies
den natiirlichen Logarithmus des Numerus y (“In” fiir “logarihmus naturalis” .

Als Logarithmus wird also immer ein gesuchter Frponent bezeichnet, und der Numerus
ist der Wert der Potenz der Basis zu diesem Exponenten. Dabei muss der Numerus stets
positiv sein; fir y < 0 ist log, y nicht definiert, weil a® nur positive Werte annehmen kann.
AuBerdem muss die Basis positiv und verschieden von 1 sein, weil sonst die Potenzen a®
tiberhaupt nicht definiert sind bzw. nur den Wert 1 annehmen kénnen. Ublicherweise
werden nur Zahlen a>1 als Basis gewihlt, mit Basen O<a<1 arbeitet man besser nichs.

2} Aus der Definition der Logarithmen und den Potenzgesetzen ergeben sich sofort Re-
chenregeln fiir Logarithmen, die nur eine Ubersetzung der Potenzgesetze in die Logarith-
mensprache” sind. Dabei nehmen wir natiirlich an, dass alle Numeri und die Basis positiv
sind und dass die Basis auBerdem von 1 verschieden ist. Dann haben wir die folgenden
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Logarithmusgesetze:

o die Potenz eines Logarithmus zu derselben Basis ist der Numerus, der Logarithmus
einer Potenz zu derselben Basis ist der Ezponent:

a8y — Y 1Oga(a$) =T
e Der Logarithmus von | ist stets O, der Logarithmus der Busis zu sich selbst ist 1 :
log,1 =0, log,a=1;

e der Logarithmus eines Produkts / Quotienten ist die Summe / Differenz der Logarith-
men der Foktoren zur gleichen Basis:

log, (y - 2) = log, y + log, 2, log, % = log,y —log, z;
o der Logarithmus einer Potenz des Numerus ist das Produkt des Ezponenten mit dem
Logarithmus des Numerus zur gleichen Basis:

log,(y*) = s log, v ;
o der Logarithmus des Kehrwertes eines Numerus ist das Negative, der Logarithmus
der n—ten Wurzel des Numerus ist das % ~Fache des Logarithmus vom Numerus:

10ga-;;= —log,y,  log, ¥y = %logay-

Die erste Gleichung ist nichts anderes als die Definition des Logarithmus, log, v ist schliefi-
lich gerade der Exponent, mit dem man a potenzieren muss, um das Ergebnis y zu er-
halten. Und die zweite Gleichung besagt nichts anderes, als dass man eben a mit dem
Exponenten z potenzieren muss, wenn man das Ergebnis o* erhalten will. Diese beiden
(esetze kann man auch so zusamrenfassen:

e Das Logarithmieren zur Basis o ist die Umkehroperation des Exponentiierens zur
Basis a,

d.h. wenn man erst den Logarithmus zu einer positiven Zahl bildet und anschlieflend die
Potenz der Basis mit diesem Exponenten, so erhdlt man die Ausgangszahl zuriick, und
wenn man umgekehrt erst zu einem reellen Exponenten die Potenz der Basis bildet und
anschlieBend davon den Logarithmus, so erhilt man den Ausgangsexponenten zurlck. Fiir
die speziellen Basen 10 und e gilt also

10]0gy — y iog(loz) =, ehly fued ’y’ hl(ez) =T.

Das zweite Logarithmusgesetz ist ein Spezialfall des ersten (z = 0 bzw. 2 = 1 wihlen). Das
dritte und vierte angegebene Gesetz ist die Entsprechung der Potenzgesetze a*% = a®.a®
(entsprechend bei Subtraktion der Exponenten links und Division rechts) und (a®)® = a®*;
setzt man hier £ = log,y und T == log, z ein, so erhélt man sofort die behaupteten
Gleichungen. Das letzte Gesetz schlieflich ist ein Spezialfall des vorletzten (# = —1 bzw.
z = < einsetzen).

3) Die Logarithmusgesetze bezogen sich auf das Logarithmieren zu einer festen Basis a.
Hier diskutieren wir Rechenregeln fiir den Wechsel der Basis. Wir betrachten dazu zwei
von 1 verschiedene Basen a,b € R.o. Aus

z
Y= - (aloga b) _ ax-iog;ab

lesen wir dann unmittelbar die folgenden Regeln fir den Basiswechsel ab.
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Umrechnen von Logarithmen und Potenzen bei Wechsel der Basis:

o Die Potenz einer neuen Basis mit einem Ezponenten erhdlt man, indem man in der
Potenz der alten Basis diesen Frxponenten mit dem Logarithmus der neuen Basis
multipliziert:

B — ar-iogab .

e der Logarithmus eines Numerus bzgl. einer neuen Basis ist der Quotient des alten

Logarithmus dieses Numerus und des alten Logarithmus der neven Basis:

_ log,y
~log, b’

log,

Es versteht sich, dass hier der Logarithmus der neuen Basis b bzgl. der alten Basis a
gemeint ist; denn der Logarithimus von b bzgl. b ist Ja gleich 1. Statt mit dem Logarithmus
der neuen Basis bzgl. der alten zu dividieren, kann man auch mit dem Logarithmus der
alten Basis bzgl. der neuen multiplizieren; denn mit der speziellen Wah! Y = a erhélt man
aus der letzten Gleichung

log,a = oz b
Fiir das héiufig benétigte Umrechnen auf die natiirliche Basis gilt insbesondere:
1 ;
a® = eg"ne hy = IZS:”Z = (log,u) - (Ina).

Beim Wechsel der Basis verindern sich die Logarithmen aller (positiven) Zahlen stets um
denselben, nur von den beteiligten Basen abhiingigen Faktor, daher gilt:

s Der Quotient 2weier Logarithmen zu derselben Basis, ist von der Wahl der Basis
unabhdngig, .
log,y _logyy logy Iny
log,z logyz logz Inz’

Aus dieser leicht zu merkenden Aussage kann man sich die Umrechnungsformeln fir Lo-
garithmen bei Basiswechsel immer schnell herleiten; man braucht dazu fiir 2 nur eine der
Basen zu nehmen und log, z = 1 zu beachten. Da log,a™! = —log,a = —1 ist, zeigt
die Umrechnungsformel fiir den Ubergang zur reziproken Basis (was auch aufgrund der
Logarithmusdefinition klar ist: Man nuss | /a mit —zx potenzieren, wm dasselbe Ergebnis
zu erhalten wie bei der Potenzierung von a mit = )

logy, 4y = —log,y.

Deshalb ist es keine Einschrénkung sich nur mit Basen a > 1 zu befassen: Die Logarithmen
bzgl. einer Basis @ mit 0 < a < 1 erhélt man einfach durch Vorzeichenumkehr bei den
Logarithmen zur reziproken Basis 1/a>1.

4) Auf jedem wissenschaftlichen Taschenrechner sind die dekadische und die natiirliche
Logarithmusfunktion verfiighar sowie die natiirliche Exponentialfunktion und die Expo-
nentialfunktionen zu allgemeinen Basen. Wir wollen abschliefend noch einige Worte dazu
sagen, wie man Logarithmen und Potenzen mit allgemeinen Exponenten gut (ndherungs-
weise) berechnen kann. Wie die natiirliche Exponentialfunktion so hat auch die Loga-
rithmusfunktion zur natiirlichen Basis besondere Eigenschaften, die sie vor allen andern
Logarithmusfunktionen auszeichnet und sie leichter berechenbar macht. Zu erwihnen ist
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hier vor allem die fiir 0 < y < 2 giiltige Logarithmusreihe
x (_1)#1 .

= (1) - %(y—l)2 + %(y—l)3 - gli(yml)“ +—

Wie generell bei unendlichen Reihen ist dies so zu verstehen, dass die Teilsumme der ersten
n Summanden rechts ein Naherungswert fur die Zahl Iny links ist, wobei die Abweichung
kleiner ist als eine beliebig klein gegebene Fehlerschranke, wenn man nur die Anzahl n
der erfassten Summanden grod genug macht. Fiir y nahe bei 0 oder bei 2 ist die Reihe zur
Berechnung von Iny nicht gut geeignet, man braucht sehr viele Surnmanden (etwa 10°),
um Iny mit akzeptabler Genauigkeit (etwa 107%) zu erhalten. Fir y > 2 ist die Reihe
iiberhaupt nicht mehr brauchbar, die Summanden werden mit wachsendem £ immer grofier
und die Teilsummen néhern sich mit wachsender Summandenzahl n keiner reeilen Zahl
mehr an; man sagt, dass die Reihe fiir y > 2 “divergiert”. Fiir y zwischen £ und £ aber ist
die Logarithmusreihe ganz brauchbar; mit » Summanden erhilt man dann den Wert Iny
schon mit einem Fehler kleiner als ;1;2"”. Und die Berechnung der Logarithmen anderer
Zahlen z kann man mit den Logarithmusgesetzen auf die Berechnung der Logarithmen
zi Zahlen zwischen %- und % zuriickfithren, z.B. mit In2 = In(% 5) = ln% +In4 und
Inz=m-In2+In(z-27™), wobel m € Z so gewshlt wird, dass 2 <z-27™ < 3 ist.

Eine andere Formel, mit der man den natiirlichen Logarithmus von ¢y > 0 durch Ziehen
von Wurzeln aus y approximieren kann, ist

lny = lim n (fy—1),

was bedeutet, dass der Ausdruck rechts ein Naherungswert fiir Iny ist, wobei der Fehler
kleiner ist als jede gegebene Fehlerschranke, wenn man n grofi genug wahit. Die For-
mel kann man verstehen, wenn man ¢ = y'/" = ell/WI¥ schreibt und mit der Ex-
ponentialrethe 1 + $2Iny + %(2Iny)* + ... berechnet. Fiir groBe Werte von n ma-
chen wir hier einen Fehler von der Gréfienordnung (1)*, wenn wir die Summanden nach
den ersten beiden weglassen, daher ist 2 - ({/J — 1) ~ Iny bis auf einen Fehler der
GroBenordnung % Lisst man n nur Zweierpotenzen n = 2™ durchlaufen, so kann man
VI VT = VU 5 = /YU, durch fortgesetztes Quadratwurzelziehen berechnen
und erhélt so ein einfaches Verfahren fiir die ndherungsweise Berechnung von Iny durch
2™( 20/ 1), das nur das Ziehen von Quadratwurzeln und die Potenzen von 2 mit natiirli-
chen Exponenten bendtigt.

Nachdem man Verfahren zur Berechnung natiirlicher Logarithmen Iny hat, kann man
mit 2} natiirlich auch Logarithmen log,y = Iny/Ina zu beliebigen Basen 1 # a > 0
berechnen und mit der Exponentialreihe auch aligemeine Potenzen a® = e*!"% solcher
Basen. In der Mathematik sind Verfahren entwickelt (und in Taschenrechnern und Re-
chenprogrammen implementiert) worden, die viel besser und genauer sind als das, was
wir hier angedeutet haben. Es ging uns lediglich darum, deutlich zu machen, dass man
allgemeine Potenzen o” und Logarithmen log, v nicht nur wie oben sinnvoll definieren -
kann, sondern dass sich diese Potenzen und Logarithmen bei konkreten Vorgaben der
Parameter a,z,y auch praktisch und effektiv berechnen lassen (selbst in Bereichen der
Variablen, die von einem normalen Taschenrechner nicht mehr erfasst werden). B
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Wir schlieen diesen Abschnitt mit zwei Beispielen zur Anwndung der Logarithmenrech-
nung, einer mathematischen und einer 8konomischen, die zeigt, dass einfache 6konomische
Fragestellungen durchaus auf Exponentialgleichungen fithren kénnen, deren Losung das
Logarithmieren erfordert.

BEISPIELE (Anwendungen der Logarithmenrechnung):

1) Der dekadische Logarithmus logy bestimmt die Anzahl der Stellen vor bzw. der Nullen
nach dem Dezimalpunkt in der Dezimaldarstellung der Zahl y € Ryg. Ist ndmlich m =
logy| die grofite ganze Zahl kleiner oder gleich logy, so gilt m < logy < m+1 und daher
0™ <y < 10™71. (Wir benutzen hier, dass die Potenzen von 10 bei Vergréflerung des
Exponenten grofier werden; siehe 1.4.) Ist m eine natiirliche Zahl oder Null, so bedeutet
dies, dass die Dezimaldarstellung der Zahl y vor dem Dezimalpunkt m + 1 Stellen hat mit
fithrender Ziffer +# 0. Ist aber m = —n eine negative ganze Zahl, so bedeutet es, dass die
Dezimaldarstellung von y mit einer Null vor dem Dezimalpunkt beginnt und nach dem
Dezimalpunkt » — 1 Nullen hat gefolgt von einer Ziffer # 0. (Dabei sollen abbrechende
Dezimalbriiche stets so dargestellt sein, dass sie mit 000... enden, nicht mit 999... .)
Dieselben Aussagen gelten flir andere Basen, z.B. gibt |log, y| die Anzahl der Steilen vor
bzw. der Nullen nach dem Punkt in der dyadischen Zahldarstellung von y € R an.

2} Laufzeitberechnungen bei Zinsesverzinsung erfordern die Bestimmung unbekannter
Exponenten, also das Logarithmieren. Sind etwa ein Anfangskapital £y > 0 und ein Auf-
zinsungsfaktor ¢ > 1 filr eine Zinsperiode gegeben und ist gefragt, nach weicher Anzahl
von Zinsperioden ein vorgegebener Zielwert Kz, > Ky erreicht oder erstmals iiberschrit-
ten ist, so hat man

Ko
q"Ky = Kz hzw. q" = ——-j?el
0

nach n aufzuldsen. Logarithmieren gibt n = log,(Kz;/Ko) = Eélog(KZiel/KO)- (Zu-
letzt haben wir den dekadischen Logarithmus verwendet; die Wahl der Basis spielt aber
bei Quotienten von Logarithmen zu derselben Basis keine Rolle, also hétten wir genau
so gut die natiirlichen Logarithmen nehmen kénnen.) Nun wird der Exponent n, zu dem
die Potenz von ¢ genau den Wert K/ Ky erreicht, im Allgemeinen keine ganze Zahl
sein. Gehen wir dann zu der nichstgréferen ganzen Zahl itber, die mit [n] bezeichnet
wird, so iiberschreitet die Potenz von ¢ mit diesem ganzen Exponenten erstmals den Wert
Ko/ Ko (weil die Potenzen von ¢ > 1 mit wachsendem Exponenten gréfier werden, siehe

1.4). Ergebnis ist (wenn wir wieder n fiir [n] schreiben) die

o Laufzeitformel bei Zinsesverzinsung:

B log K7;e1 — log K
n = 024 ]

Etwas komplizierter ist die Sache, wenn auch noch in jeder Zinsperiode eine positive
Rate (Rente) R vom Kapital ausgezahlt werden soll. Der Kapitalstand nach n Zins- und
Ratenperioden ist dann durch eine “Rentenformel” gegeben, die wir in Kap. 2 herleiten.
Eine typische Fragestellung ist hier, wie lange die Rente gezahlt werden kann, bis das
Kapital aufgebraucht ist. Man hat hier also Ky = 0 zu wihlen. Die Formel kann dann
wieder nach ¢* aufgeldst werden, und durch Logarithmieren erhalt man n. Da dies im
Allgemeinen keire ganze Zahl ist, muss man hier die néchstkleinere ganze Zahl bilden,
um die Anzahl der Rentenperioden zu erhalten, nach denen das Kapital gerade noch
positiv ist, so dass es mit Zahlung einer kleineren “Restrente” auf Null gesetzt wird.
(Genaueres sagen wir in Kap.2.) |



