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Kapitel 1

Einfuhrung

1.1

Grundlagen

Die Gleichungen (bzw. Gleichungssysteme) mit denen wir uns in dieser Vorle-
sung beschéftigen wollen, haben die folgende Gestalt:

up — ip(—iV)u = N(u) (1.1)

dabei sind:

(i)

u: R™ x I — K™ die gesuchte Losung die von den Orts-/Raum-Variablen
x = (x1,...,2,) € R™ und der Zeit-Variablen ¢ € I C R abhéngt. Glei-
chung (1.1) ist eine Evolutionsgleichung (partielle Differentialgleichung).
Zumeist gilt N = 1 (also handelt es sich nicht um ein Differentialglei-
chungssystem). In Teilen der Vorlesung behandeln wir auch semi-periodische
Probleme, in diesem Fall: u: T" % x R¥ x I — KV, dabei ist T = R/277Z =
St

Uy = % die Zeitableitung von u.

V= (8%17 AU 890 ) der Gradient beziiglich der Orts-Variablen, auch manch-

mal: V, (im Gegensatz zu V).

¢: RN — KN*N die Phasenfunktion. Wenn Gleichung (1.1) eine partielle
Differentialgleichung im engeren Sinne ist, dann ist ¢ ein Polynom, etwa
fir £ = (&,...,é) €R, a = (aq,...,a,) € Ng und ein Monom (&) =
£ =11-, ¢} haben wir:

i) ) -

N (u) der nichtlineare Teil der Gleichung mit einer nichtlinearen Funktion
N, die explizit von w, Ableitungen von v und fiir K = C auch von @
abhéngt. Spétere Einschriankung wird sein, dass die Ableitungs-Ordnung
im linearen Teil diejenige in N(u) dominieren soll (das fithrt zu einer
semi-linearen (pseudo-)Differentialgleichung). Methodisch bedeutet das,
dass wir den nichtlinearen Teil N(u) als “kleine” Storung der linearen
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Gleichung behandeln kénnen — zumindest fiir kurze Zeiten oder im Fall
kleiner Amplitude.

Exkurs: Fiir f € L'(R") definiert man die Fourier-Transformation

FHE = f(6) = (2m) / ¢ f(z)dx

n

wobei z€ = Z;lzl x;€; das Standard-Skalarprodukt auf dem R"™ bezeichnet. Falls

auch ngj € L'(R") soist ngj = ifjf(f). Nehmen wir jetzt an, ¢ sei ein Polynom,
der Einfachheit halber: p(§) = £* und f eine Funktion, die Ableitungen bis zur
Ordnung |a| in L'(R™) besitzt. Dann ist:

Fle(=iv))(€) = <—z‘>'af(f[ ((,ij)a"’f) (©)

= (=)l*li*lp(©) f(6) = w(©)F(6)
Das heift, wenn auch noch ¢(€)f(€) € L'(R™) ist, haben wir:
p(=iV)f = F () Ff

wobei die inverse Fourier-Transformation ! gegeben ist durch:

n

Foigle) = (2m) [ etg(e)ae

Das nehmen wir als Moglichkeit allgemeinere Phasenfunktionen zu definieren,
wir setzen

p(=iV) f(z) = (F (&) Ff)(z) (1.2)
Wir merken an dieser Stelle an, dass wir eine allgemeinere Definition der Fourier-
Transformation bendtigen, so dass z.B. die Inverse stets in natiirlicher Weise
existiert und auch die Ableitungen von Funktionen stets transformiert werden
kénnen.
Ist die Funktion ¢ in Gleichung (1.2) kein Polynom, so nennt man ¢(—iV) einen
Pseudodifferentialoperator und Gleichungen, die solche Operatoren enthalten,
heilen Pseudodifferentialgleichungen.
Die Phasenfunktion ist das bestimmende Merkmal des linearen Teils von Glei-
chung (1.1), und sie bestimmt den dispersiven Charakter der Gleichung.

1.1.1 Erste Beispiele
Beispiel (1) Schrodinger-Gleichung
(1.1) lineare Schrédinger-Gleichung:
s +Au=V-u

dabei ist A = Z?Zl(%)Q der Laplace-Operator und V: R* — R
ein reellwertiges Potential. Diese Gleichung bildet die Grundlage der
nicht-relativistischen Quantenmechanik. Man kann das Integral

/ fu(z, 1)|2de
QCR"
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interpretieren als Aufenthaltswahrscheinlichkeit des durch u beschrie-
benen Teilchens zur Zeit ¢ in €. Hieran kann man schon sehen, dass es
manchmal sinnvoll ist weitere Bedingungen an die Losung einer Dif-
ferentialgleichung zu stellen, wie hier zum Beispiel, dass u quadrat-
integrabel ist. Indem wir schreiben 0 = u;—iAu = up—ip(—iV)u kén-
nen wir ablesen, dass hier fiir die Phasenfunktion gilt: p(—iV) = A,
also (¢) = —[¢[2.

(1.2) semi-lineare Schrédinger-Gleichung (NLS): iu; + Au = |uP~ u, mit
einem p > 1. Insbesondere der Fall p = 3 (cubic NLS) tritt in ei-
ner Vielzahl von Modellgleichungen aus verschiedenen Bereichen der
Physik auf. Man kann die rechte Seite als V' - u interpretieren mit
einem reellen Potential, das hier allerdings von der Unbekannten w
abhéangt.

(1.3) nichtlineare Schrédinger-Gleichung mit Ableitungen (D(erivative)NLS):
hier hat die Nichtlinearitéit allgemein die Form: N (u) = P(u, Vu, @, V),
mit P als Polynom (allgemein), insbesondere ist N(u) = %(\u?u)
eine Modellgleichung in einer Raumdimension, die aus der Plasma-
Physik kommt.

(2) Korteweg-de-Vries-Gleichung

(2.1) klassische KdV:
Up + Ugge = (UQ)ZL’

Diese Gleichung wurde 1895 von G. de Vries und D.J. Korteweg auf-
gestellt um die Bewegung von Oberflichenwellen in langen Kanélen
zu beschreiben. Der lineare Teil der Gleichung: u; + g, = 0 ist
die sogenannte Airy-Gleichung. Die Phasenfunktion fiir die klassi-
sche KdV-Gleichung lautet ¢(§) = &3. Verallgemeinerungen der KdV-
Gleichung in verschiedener Richtugen werden untersucht, und man-
che davon treten tatséchlich auch als “Universal-Modelle” fiir diverse
physikalische Phéanomene auf.

(2.2) Verallgemeinerungen basieren haufig auf der gKdV-k Gleichung:
Ut + Uggr = (W), g-KdV-k ke N

Fir £ = 1 bekommen wir die urspriingliche KdV-Gleichung. Fiir
k = 2 die sogenannte modified KdV-Gleichung (mKdV). Zwischen
den Losungen dieser beiden Gleichungen gibt es eine nichtlineare
Transformation, die “Miura-map”. (Mitunter werden auch nichtganz-
zahlige Exponenten « €]1, oo[ untersucht.)

(2.3) Die “dispersion generalized” KdV-Gleichung:
uy — |Dy|%0pu = (uF 1),

wobei der Pseudodifferentialoperator |D,|* = F~1|£|*F mit Hilfe
der Fourier-Transformation erklért ist. Hier hat man die Phasenfunk-
tion: @(§) = |£|*€. Spezialfille sind:

i. @ =1, k = 1: Benjamin-Ono-Gleichung (BO)

il. @« =1, k> 2: generalized BO (gBO-k)
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Diese erweist sich als deutlich schwieriger als (gKdV) bzw. als der
Fall a > 1.

(2.4) Es gibt auch Verallgemeinerungen auf hohere Raumdimensionen

(2.4.1)

(2.4.2)

(2.4.3)

Zakharov-Kuznetsov-Gleichung

up + 0pAu = 0, (uF 1) (8ZK-k) k€N
hier A = % + Z;:ll 88—:2 der volle Laplace-Operator beziiglich
aller Raumvariablen. Hier u: R" x I — C,(z,y,t) — u(x,y,t).

Der Fall £ =1, n € {2, 3} beschreibt die Ausbreitung nichtlinea-
rer akustischer Wellen in einem magnetisierten Plasma.

Kadomtsev—Petviashvili equation
up + OPu 407 Ayu = 0, (uh) (gKP-k) ke N

Im Falle ¢ = —1 heifst diese Gleichung KP-I und bei ¢ = +1
heifst sie KP-II. Sie wurde 1970 von Kadomtsev und Petviashvili
aufgestellt um lange Oberflichenwellen in z-Richtung auf einer
Flissigkeit (n = 2) bei langsamer Bewegung in y-Richtung (k =
1) zu beschreiben. Die Phasenfunktion ist hier:

p(&,n) =& - 57722

und der Faktor % bereitet in der Tat gewisse technische Schwie-
rigkeiten.

Novikov-Veselov-Gleichung (n = 2). Reelle Formulierung:
1, ) _
w — (0 = 30,0%)u = 3<3Z(uv) + ag(uv))

dabei &zv = O,u und 9, = %(895 —10y) bzw. 0z = %(890 +i0y).
Also eine quadratische Nichtlinearitiat mit im wesentlichen ei-
ner Ableitung, aber (aufgrund der Pseudodifferentialoperatoren
0-19.) dennoch recht komplizierter Struktur. Die Phasenfunkti-

on ist hierbei: ¢(&,n) = — (&> — 3¢&n?).

(3) nichtlineare Klein-Gordon-Gleichungen (NKG):

uy — Au+ m?u = N(u)

Wenn m = 0 ist, dann handelt es sich um eine Wellengleichung im engeren
Sinne. Die lineare Klein-Gordong-Gleichung

up — Au+mPu=V-u

wobei eine V: R" — R von u unabhéngige Potentialfunktion ist, wur-
de in den 1920er Jahren unabhingig von Schédinger einerseits und Klein
& Gordon andererseits vorgeschlagen als grundlegende Gleichung einer
relativistischen Formulierung der Quantentheorie. Sie erwies sich als un-
vereinbar mit der axiomatischen Formulierung der Quantenmechanik, die
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wenig spéter entwickelt wurde (J. v. Neumann u.a.) und die eine Diffe-
rentialgleichung 1. Ordnung in der Zeit-Variable ¢ verlangt. Dieser Forde-
rung geniigt die Dirac-Gleichung, die im Lauf der 1930er Jahre die Klein-
Gordon-Gleichung verdréngt hat. Dennoch tritt die nichtlineare KGG —
oft in Systemen mit anderen Gleichungen — in verschiedenen physikali-
schen Theorien an, die Relatvitdtstheorie und Quantenmechanik zu ver-
binden. Als Nichtlinearitiit trifft man zum Beispiel auf N(u) = |u[?~1u
oder N(u) = P(u, Vg u). Inwiefern handelt es sich hierbei um ein Sys-
tem wie in Gleichung (1.1), denn hier wird zweimal nach der Zeit-Variable

abgeleitet?
s 2 2k 2 2 2
o . g .
= (5 +74) (5 —4)
Nun definieren wir: ) 5
_ =oAL -~
Ug = QiA (zAi 3t)u
so dass u4 + u_ = u. Dann gilt auferdem:
D I NP
(ZA:F§>UI:‘:_277;A (zA:Fa) (ZA:I:§>U
ol e O
= A (4P g )

1 _
= _ZA N (uy +u)
Und so erhalten wir ein System wie in Gleichung (1.1):

g . L
<§$1A>ui_i?i14 N(uy +u_)

mit A = p(—iV) und p(§) = /|¢]? + m?.

1.1.2 Das Anfangswertproblem (I)

Wir betrachten hier zunéchst den Fall, dass es sich bei der zu untersuchen-
den Gleichung um eine homogene lineare Gleichung handelt, also N(u) = 0.
Die Eindeutigkeit einer Losung erzwingen wir durch Stellen eines zusétzlichen
Anfangswertproblems:

u(z,0) = uo(x) (1.3)

wobel ug € H vorgegeben ist. Dabei wiederum ist H ein Vektorraum von (ver-
allgemeinerten) Funktionen, die auf R™ definiert sind (H ist zumeist ein Hilbert-
Raum, L?(R") ist ein guter Kandidat). Die Gleichungen (1.1) und (1.3) zusam-
men bezeichnet man als Cauchy-Problem (zur Gleichung (1.1)).

Wir versuchen mit Hilfe der Fourier-Transformation eine formale Losung von

u — ip(—iV)u = 0, u(0) = ug (1.4)

zu finden (hierbei nehmen wir an, dass ug, u ausreichend glatt und auch schnell
fallend sind). Die Fourier-Transformation in z alleine (also nur den Orts-Variablen)
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beider Gleichungen ergibt:

D) = ip©UE ), a(E0) =T(©)

Fixieren wir nun £ und setzen f(t) := 4(§, t) so handelt es sich um eine homogene
lineare gewthnliche Differentialgleichung erster Ordnung fiir f:

f1) =ip(©ft),  £(0) =1uo(¢)

Natiirlich wissen wir, dass diese die eindeutig bestimmte Losung f(t) = wg(€)e??(8)t =
(&, t) besitzt. Nun liefert uns die inverse Fourier-Transformation:

u(x,t) = (2m)~ 2 / "8t O5()de = (Uy(t)uo)(x) (1.5)

n

Man nennt U, (t) haufig Evolutionsoperatoren, Propagatoren oder dhnliches.
Exkurs: Fiir f,g € L*(R") definiert man die Faltung:

[xrg(z) = . flz —y)g(y)dy

Der Faltungssatz besagt, dass die Fourier-Transformation die Faltung zweier
Funktionen in das punktweise Produkt ihrer Fourier-Transformierten tiberfiihrt:

—

@ = emt [ e [ paayis

= (2m)~% /Rn </ e " f(x —y)dx>g(y)dy
=)t [ e [ e ey = (2m)F FO(0

Bei der Herleitung von Gleichung (1.5) kénnen wir also ergénzen:

: I
a6, 1) = 10 () EEEEEEEL

=f(&) =g(¢)

z,t) = Ey(t) * up(z)

der Fourier-Trafo.

—

wobei E(t)(¢) = (2m)" %€, Daran sehen wir, dass U,(t) ein Faltungs-
operator ist. E,(t) heift Fundamentallosung fiir das Cauchy-Problem. Diese
interpretieren wir als Losung von

up — ip(—iV)u =0, u(z,0) = do(x)

dabei ist das Dirac-Maf &y definiert durch do(A) = xa(0) bzw. die Delta-
Distribution definiert durch do[f] = f(0). Das ergibt Sinn, wenn man sich er-
innert, dass Jp das neutrale Element der Faltung ist. Zusammenfassend wissen
wir nun also iiber unsere gefundenen Faltungsoperatoren:

—

Uplthuo = Ep(t) xuo, B, ()(€) = (2m) ¥ i*1® (1.6)

Beispiel
Die obige Rechnung ist im Rahmen der L*(R™)-Theorie nur teilweise gerechtfer-
tigt und lasst sich in manchen Féllen auch nicht durch eine allgemeinere Theorie
von Faltung und Fourier-Transformation rechtfertigen. Betrachten wir dazu drei
Beispiele:
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(i) uy = Au =ip(—iV)u, also (&) = i|¢|*> (Wirmeleitungsgleichung). Wich-
tig zu beachten ist hier, dass mit |- | das reelle Betragsquadrat gemeint
ist. Losungs-Formel (1.5) ergibt:

n

u(et) = (2m)F [ e P T (€)ae
dies fiihrt fiir jedes uy € L'(R™) mit ug € L*(R™) zur Losung in der oben
genannten Weise, da £ — e~tIE” fiir jedes t > 0 in L*(R") liegt.

(ii) iu; + Au = 0, oder auch u; = iAu, also (&) = —[¢|? (Schrédinger-
Gleichung). Wieder schauen wir uns die Lésungs-Formel (1.5) an:

u(a,t) = (2m) "% / el g (6)dg

n

Dieses Integral existiert fiir g € L!(R™), aber |e~¢I’| = 1 was bedeutet,
dass die inverse Fourier-Transformation nicht existiert. Es bedarf also einer
allgemeineren Theorie von Faltungen und Fourier-Transformation.

(iil) w; = —Au (Wirmeleitungsgleichung nach Zeitumkehr). Also:

u(e,t) = (2m) % / ¢S TG (€)de

n

was wegen des starken Wachstums von e*lé * nur unter sehr starken Bedin-
gungen an ug existiert und nicht zu einem akzeptablen Losungsoperator
fithrt (selbst fiir Gauk-Funktionen hat man bei dieser Gleichung blow-up
in endlicher Zeit).

In der Physik fasst man die Losung auf als (méglicherweise unendliche) Uber-
lagerung von Funktionen der Form

(z,1) s ! @EFER(E) & € R™ Parameter (1.7)

auf. Diese heifen ebene Wellen, falls stets |e!(*¢+1%(€)| = 1 gilt. Man merke,
dass das genau dann der Fall ist, wenn ¢ reell ist.

Definition
Eine Differentialgleichung vom Typ (1.1) heifft (nicht-lineare) Wellengleichung
im allgemeinen Sinn, falls ¢(£) € R fiir alle £ € R™.

Bemerkung (i) Wellengleichungen im engeren Sinne sind Gleichungen zwei-
ter Ordnung mit dquivalentem System zu Gleichung (1.1) mit (&) = £[¢].

(ii) Die Wirmeleitungsgleichung ist keine Wellengleichung, wohl aber die Schrédinger-
Gleichung.

(iii) Wenn Im(¢(€)) > 0 fiir alle £ € R™ so handelt es sich um eine geddmpfte
Wellengleichung. Diese werden wir in dieser Vorlesung nicht untersuchen,
obwohl einige der vorgestellten Methoden durchaus auch hierfiir geeignet
sind.
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(iv) Fiir reelle Phasenfunktionen ¢ handelt es sich bei den Operatoren (U, (t))tcr
um sogenannte unitére Operatoren auf L?(R™). Eine lineare Abbildung A
auf einem Hilbert-Raum (H, (-, -)) heifit unitir, falls A=t = A* ist, wobei
A* so definiert ist, dass (z, Ay) = (A*z,y) fir alle z,y € H gilt.

Beweis. Mit dem Satz von Plancherel, der sagt: (f, g)r2®n) = (f >L2(Rn
fiir alle f,g € L2(R"):

(Up(t)F,9)12 = (Up ()], 3) 12
= [ e0ieae = [ foer T 0aes

<f7 ( ) >L2 - <f7 ( ) >
Nun wissen wir, dass U, (t)* = Uy,(—t). Aufierdem gilt fiir alle s,¢ € R:

Uylt +5)f = F e t+e@ r
_ f—leitsﬂ(i)]{]—'_leissﬁ@)}-‘f = ULP (t)USO(S)f

Also kénnen wir insbesondere Id = Uy(0) = Uyt — t) = Uy(t)Uy(—1)
folgern und damit auch Uy, (t) ™! = U, (—t) = U,(t ) Also sind (Uy,(t))ier
unitéire Operatoren. D

Ferner gilt
tim [ Up(6)f — fllzz = 0

Das sieht man wieder mit Hilfe des Satzes von Plancherel:
0a0f = Fllzz = | 16799 f6) = Fe)Pag
FON =" ®Pde =20
Rn

Denn |1 — %) |2 konvergiert punktweise gegen 0 fiir ¢ — 0 und ist ferner
durch 4 beschrénkt, also sind die Voraussetzungen des Lebesgueschen-
Konvergenzsatzes erfiillt.

Das heifit wir haben auf L?(R"™) eine stark stetige Familie unitéirer Ope-
ratoren (U,(t)):er mit den Gruppeneigenschaften wie im obigen Beweis,
und solch eine Familie nennt man eine unitdre Gruppe. Dies umfasst die

Isometrieeigenschaft | U, (t)uo||z2 = |luol/z2, was als Erhaltungssatz fiir
Losungen der homogenen linearen Differentialgleichung aufgefafst werden
kann.

Man kann noch einen Schritt weiter gehen und in den “ebenen Wellen” (1.7)
auch die Raum-Variable x € R"™ festhalten. Das Ergebnis sind die von den
Parametern &, x € R™ abhéngigen Funktionen

s girétite(s) . f(t)

die der Schwingungsgleichung f”(t) = —¢(&)? f(t) mit der Frequenz o(¢) geniigt.
Die Fourier-Variable £ wird in der physikalischen Literatur als Wellenzahl (eindi-
mensional) bzw. als Wellenvektor bezeichnet (in der mathematischen Literatur
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oft irrefithrend: Frequenz als Bezeichnung fiir £). Damit wird eine Wellenbewe-
gung als Uberlagerung von Schwingungen aufgefafst, was sicherlich eine intuitiv
iiberzeugende Vorstellung ist, auf der die gesamte Fourier-Analysis basiert.

1.1.3 Dispersion

Bei Abwesenheit von Ddmpfung ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Signa-
len gegeben durch die sogenannte Gruppengeschwindigkeit vy () == Vep(€). Ist
diese wie angegeben abhéingig vom Wellenvektor £, so bedeutet dies, dass sich
Beitréage unterschiedlicher (Wellenvektoren bzw.) Frequenzen mit verschiedenen
Geschwindigkeiten ausbreiten. Dies fiihrt zum “Zerfliefen” oder zur Aufspaltung
des Anfangsprofils ug. Diesen Vorgang nennt man Dispersion, er ldsst sich beob-
achten, wenn weifses Licht schrig auf ein (Glas-)Prisma fallt und in die Farben
des Regenbogens aufgespalten wird. Dies beruht darauf, dass Licht verschiede-
ner Frequenzen in Glas unterschiedliche Ausbreitungsgeschwindigkeiten hat und
entsprechend unterschiedlich stark abgelenkt wird.

Mit dem “Zerflieften von Wellenpaketen” durch Dispersion ist ein schwacher
Glattungseffekt verbunden, den man sich in der Analyse nichtlinearer dispersiver
Gleichungen zunutze macht.

Vergleich
Warmeleitungsgleichung ‘ Schrédinger-Gleichung
ug € L™ Ug € I?
= U,(tyup € C® Vt >0 = |D,|2U,(-) € LPL?
1
[1Dz|2Upuoll ooz S lluollz2

Um den fiir diese Vorlesung zentralen Begriff der Dispersion noch etwas genauer
zu erkldren, méchten wir kurz eingehen auf zwei lineare Wellengleichungen, die
nicht bzw. nur schwach dispersiv sind:

Beispiel (i) Sei v € R™ ein fester Vektor. Die Gleichung
N
-Vu = — =0 T
u +v-Vu Ut+j§:1vgaxj (T)

heifst Transportgleichung. Wir fordern v-V = —ip(—iV) was wegen v-V =
w - (—iV) fir ¢(§) = —v - £ erfillt ist. Wir haben ¢(¢§) € R fiir alle
¢ € R™, insofern handelt es sich bei (T) um eine (lineare) Wellengleichung
vom Typ (1.1). Diese ist jedoch nicht dispersiv, denn es ist Vep(§) =
—v unabhéngig von . Losungsformel (1.5) ergibt fiir eine Startfunktion
ug: R™ = C:

Ualt)uo = (2m)F [ e 9T5(6)d6 = uo(a — ve)
ein Ergebnis, was man vielleicht auch ohne Fourier-Integrale hétte erra-
ten konnen. Diese explizite Losungsformel erklirt offenbar den Namen
der Gleichung: Thre Losung besteht darin, dass das Anfangsprofil ug mit
konstanter Geschwindigkeit v durch den R™ geschoben bzw. transportiert
wird, ohne dass dieses Profil dabei deformiert wird (Ein ZerflieRen des

10
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Wellenpakets findet bei dieser nichtdispersiven Gleichung also tatséchlich
nicht statt).

Ferner erhalten wir ein erstes einfaches und explizites Beispiel fiir eine
unitdre Gruppe.

(ii) Die klassische homogene lineare Wellengleichung

(a)

Du::utthu:()

Die eindimensionale Wellengleichung u;; — ., = 0. Wir zerlegen den
Differentialoperator

o2 (é+£)(2fﬁ)
o2 0xz2  \ot Ox/\ot Oz
das ist etwas anders als oben. Wir sehen, dass der d’Alembert-Operator

[ in zwei Transport-Operatoren faktorisiert, und demzufolge ist die
allgemeine Losung von uy — uy, = 0 gegeben durch

u(z,t) = F(z —t) + Gz + 1) (*)

mit beliebigen C?-Funktionen F und G. Ist zusitzlich das Cauchy-
Problem

U(l‘,O):f(J?), ut(x,O)zg(az)
gestellt, so ist dessen eindeutige Losung gegeben durch die sogennante
Formel von d’Alembert:

x+t

w(z, t) = 1<f(x+t)+f(:1:t)+/

5 g(y)dy> :

x—t
Was wir an (*) ablesen konnen: Eine lineare Wellenbewegung in einer
Raumdimension ist die Uberlagerung von zwei reinen Transportvor-
gingen mit entgegengesetzten Geschwindigkeiten (man spricht von
ein- und auslaufenden Wellen). Also: keine Dispersion!

n > 2. Auch hierfiir existieren Losungsformeln, die die von d’Alembert
verallgemeinern, in héheren Dimesnsionen werden diese recht kom-
pliziert. Wir beschrdnken uns auf die Frage: Dispersiv oder nicht?
Wie oben gesehen, ist fiir die klassische Wellengleichung

(&) = £[¢] (euklidische Norm)

mit Vep(€) = % Wir habe also |[Vep(§)] = 1 (konstant!), aber

Vep(€) ist nicht unabhéngig von €. Und tatséchlich lasst sich fiir freie
Losungen der klassischen Wellengleichung ein Abfall (engl. decay) des
Supremums mit der Zeit feststellen:

-1
[Ux1e)B)uollnee Sup [t 2

was bei einem reinen Transportvorgang unmoglich ist. Wir haben
also einen schwachen dispersiven Effekt, der darin besteht, dass ein
(anfinglich moglicherweise stark konzentriertes) Wellenpaket sich mit
der Wellenbewegung in alle Raumrichungen gleichméfig ausbreitet.
Wie oben ablesbar, ist dieser Effekt umso stérker, je grofser die Raum-
dimension ist.

11



1.1. Grundlagen

1.1.4 Das Anfangswertproblem (II)

Im folgenden Abschnitt schauen wir uns den Begriff der “milden L&sung” des
Cauchy-Problems fiir die die inhomogenen linearen und die nichtlinearen Glei-
chungen an.
Zur Losung des Cauchy-Problems u(x,0) = wuo(x) fir die inhomogene lineare
Gleichung

up = ip(—iVu + f (f = f(z,1))
hat man &hnlich wie bei den gewohnlichen Differentialgleiungen eine “Variation
der Konstanten”™ bzw. “Duhamel”™-Formel (auch “Duhamelsches Prinzip”): Die
eindeutige Losung des oben genannten Problems ist gegeben durch

u(t) = Uy, ()uo —|—/0 Uy(t—s)f(s)ds (1.8)

sofern das Integral auf der rechten Seite existiert und f integrierbar ist, so dass
der Hauptsatz gilt. (Die x-Abhéngigkeit wurde in dieser Formel unterschlagen.)
Formaler Beweis:

Beweis. Sei u durch Gleichung (1.8) gegeben, also

ult) = U, (1) <u0 + / Uw(—s)f(s)ds>

Ableiten nach der Zeit ergibt:

%(t) = ip(—iV)U,(t) (uo + /0 Ug,(—s)f(s)ds>

+U¢(t)§t/0 U, (—s)f(s)ds
(i)t U (U (~0) (1) = (V) + (1)
O

Wenn f integrierbar ist, aber die Giiltigkeit des Hauptsatzes infrage steht (weil
f in den z-Variablen z.B. irreguldr ist), nennt man wu, definiert durch Glei-
chung (1.8) eine milde Losung des Cauchy-Problems

up — ip(—iV)u = f, u(0) = ug

Auf diese Weise umgeht man viele Schwierigkeiten mit Vektorwertigen Inte-
gralen und schwachen Regularitdten. In derselben Weise umgehen wir einige
Schwierigkeiten fiir die nichtlineare Gleichung (1.1), indem wir defininieren:

Definition
Unter einer Losung des Cauchy-Problems

up — ip(—iV)u = N(u), u(0) =up € H
verstehen wir eine Funktion v € C([0,T], H), die der Integralgleichung
¢
u(t) = Uplt)uo + [ Uyl = )N (u(s))ds )
0

geniigt.

12



1.1. Grundlagen

Vorteile bzw. Zweck dieser Definition: Fixpunktgleichung. Man versucht also
Fixpunktsétze, insbesondere den Banachschen, zur Lésung des Problems anzu-
wenden.

1.1.5 Das Konzept des Wohlgestellten Problems'

Anfangs- und Randwertprobleme fiir partielle Differentialgleichungen werden
untersucht mit der Zielsetzung, aus der Kenntnis eines Systems zu einem Start-
punkt (der am Rand eines Gebietes) Vorhersagen zu treffen iiber den Zustand
des Systems in der Zukunft (bzw. im Inneren des Gebietes). Hierfiir ist die
Existenz einer Losung allein nicht ausreichend, ihre Eindeutigkeit ist ebenso er-
forderlich. Wegen technischer oder prinzipieller Probleme bei der Messung der
Daten (= Anfangs- oder Randzustidnde) bendtigt man dariiber hinaus die ste-
tige Abhéngigkeit der Losung von den Daten. Die Vorhersagen werden umso
besser sein, je glatter die Abbildung Daten — Losung ist. Diese Uberlegungen
fiihren zu folgender Definition, die im wesentlichen auf Hadamard zuriickgeht.

Definition

Wir nennen das Cauchy-Problem zu einer Gleichung vom Typ (1.1) lokal wohl-
gestellt (engl. locally well-posed, LWP) in einem Datenraum H, wenn zu jedem
ug € H ein T'(up) > 0 existiert, so dass folgendes gilt:

(i) Es existiert ein linearer Teilraum X7 C C([0,T], H) (C meint hier auch
stetig eingebettet) und eine Losung u € Xp der Integralgleichung (8').
(Hierbei hangt X7 nur von T, nicht von ug ab.)

(ii) Die Losung ist in X eindeutig bestimmt.

(iii) Ist By == {up € H | 3 Losung v € X7 von (8") mit u(0) = ug} so ist die
Losungsabbildung

ST:BT%C([O,T],H), Ug — U
stetig.

Bemerkung (i) Wir nennen ein solches Cauchy-Problem

(a) schlecht gestellt, wenn es nicht lokal wohlgestellt ist (engl. ill-posedness)

(b) global wohlgestellt (engl. globally well-posed, GWP), wenn (i)-(iii)
auf jedem Zeitintervall [0,7] gelten. (Das ist in der Regel bereits
dann erfiillt, wenn sich die lokalen Losungen eines LWP Problems
auf jedes beliebige Zeitintervall [0, T fortsetzen lassen.)

(¢) unbedingt wohlgestellt (engl. unconditionally well-posed), wenn X =
C([0,T], H) gewahlt werden kann. (Dies bedeutet lediglich eine Ver-
schirfung der Eindeutigkeitsaussage (ii). Daher spricht man auch von
“unconditional uniqueness”. Die Unterscheidung zwischen conditional
und unconditional ist keine Haarspalterei: Es gibt fiir Daten sehr ge-
ringer Regularitét tatséchlich Beispiele von Problemen, die conditio-
nally well-posed aber unconditionally ill-posed sind.)

1Dieses Konzept betrifft allgemein alle Rand- und Anfangswertprobleme fiir partielle Dif-
ferentialgleichungen, nicht nur die dispersiven. Der Begriff “Wohlgestelltheit” wird aber zuge-
schnitten auf Evolutionsgleichungen formuliert.

13



1.1. Grundlagen

(ii) Ferner werden Wohlgestelltheitsaussagen differenziert nach der Regulari-
tat der Losungsabbildung in Teil (iii) der Definition. So bedeutet etwa

(a) CY .~well-posedness, dass St auf beschrinkten Teilmengen von H

gleichméfig stetig, also uniformly continuous ist,

(b) Ck-well-posedness, dass St k-Mal stetig differenzierbar ist usw.

Beweise von ill-posedness beziehen sich hidufig auf die Regularitidt der Lo-
sungsabbildung, etwa wenn gezeigt wird, dass Sy (falls existent) nicht C*
(fiir ein bestimmtes k) oder nicht CY .. sein kann. (Aus solchen Ergeb-

nissen kann man oft folgern, dass das betrachtete Problem einer direkten
Behandlung mit dem Banachschen Fixpunktsatz nicht zugénglich ist.)

1.1.6 Erhaltungsgrofien

Nichtlineare Wellengleichungen modellieren reale physikalische Phdnomene. Da-
her gibt es (bei den relevanten Gleichungen, jedenfalls) bestimmte physikalische
Grofken wie Masse, Energie, Impuls, Drehimpuls etc., die zeitlich konstant sind:
die sogenannten Erhaltungsgrofien.

Die Masse ist gleich [|u(t)||?. und fiir semi-lineare Schrédinger-Gleichungen
ebenso wie fiir KdV-dhnliche TGleichungen erhalten. Sie liefert unmittelbar eine
sogenannte a priori-Abschétzung: Wenn eine Losung existiert mit Anfangswert
ug € L2(R™), so gilt fiir alle t > 0 (fiir die diese Losung existiert):

lu(®)llLz = lluollz2

(Wir miissen die Losung nicht kennen, um diese Beziehung herzuleiten. Die
Gleichung und einige Zusatzannahmen sind dafiir ausreichend, deshalb die Be-
zeichnung “a priori Abschitzung”.) Da |ul[z2 eine definite Groke ist, d.h. sie
ist grofer gleich Null mit Gleichheit nur fiir v = 0, erhalten wir eine gewis-
se Kontrolle iiber das Wachstum der Losung, die wir fiir verschiedene Zwecke
verwenden koénnen.

Die kinetische Energie der Losungen (nicht-)linearer Wellengleichungen ist zu-
meist ebenfalls cine definite (Erhaltungs)grofe, oft gleich 3(|Vou(t)||7.. (Ei-
ne Ausnahme ist die Dirac-Gleichung, deren kinetische Energie das Vorzeichen
wechseln kann.) Hieraus kann man hiufig ebenfalls eine “a priori Abschétzung”
gewinnen.

Beispiel
Masse und Energie semilinearer Schédinger-Gleichungen, also Gleichungen der
Form:

up + Au = :t\u|p71u

Um die Erhaltung der L?-Norm (= Masse) herzuleiten, multiplizieren wir die
Gleichung mit w:

iUyl 4 TAu = F|uPT (S1)
Dann gilt auch die komplex Konjugierte Gleichung;:
— i+ uAT = +|ulPH (52)
Differenzenbildung ergibt:
i(wt + upu) + uAu —uAu =0 (S1 - S2)
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1.1. Grundlagen

Jetzt nehmern wir an, dass u samt 2. x-Ableitungen integrierbar ist und, dass
Integration nach = und Zeitableitung vertauschen. Dann folgt (Abhéingikeiten
von x und ¢ unterdriickt):

0= z/ w4+ wpudr + / uAu — uAudx

d d
i \u| dz + - VuVu — VuVudz = Za”UH%Z

Also ist [|u|3. konstant. Die Regularitéitsannahmen an u lassen sich bei stetiger
Abhéngigkeit der Losung von den Daten anschliefend durch ein Approximati-
onsargument “wegdiskutieren”.

Fiir die Energieerhaltung multiplizieren wir mit

AT F [ulP~1T
Dann folgt:
iug AT F iugd|uP 4 [Aul? F [ulP T A = £|ulPT AT — [ul?P (S3)
komplex konjugieren ergibt die Gleichung:
—it Au + iTululP 4 |Au? F [P uAT = +|u|PT aAu — |ul?P (S4)
und dann Differenz bilden:
i(us AT 4 T Au F (ued + utiy)|ulP~1) = 0

Das konnen wir nun wieder mit einer Zeitableitung umschreiben:

0 = w AT+ wAuF \u|p71%|u|2

2 0
_UtAU+UtAU:|:ﬁ§| ‘erl

Integration ergibt:

2
0= /n utAu + utAu F ﬁ o |u‘p+1d1}

2
=— | VuVu+ Vi, Vut+ ——_—[ul"'d
. wVu + Vu, Vu +13t|u| x
d 2
= — |Vu\2 + 7|u|p+1dx
dt R p+ 1

und damit:
E(u(t)) = 1/ |Vu|? £ L|u\p+1dz = E(up)
2 Jan p+1

Im Plus-Fall ist das eine definite GréRe, die ||ul|7, kontrolliert, der sogenannte
“defocusing case”. Im Minus-Fall kann man fiir p = 1 + § (wobei das § dimen-
sionsabhiingig ist) noch E(u(t)) ~ |Jul|%. erreichen. Fiir groRere p kann es zum
“blow-up” kommen, der sogennante “focusing case”.
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Grundlagen

Bemerkung

Energieerhaltung fiir nichtlineare Klein-Gordon-Gleichungen werden wir in den
Ubungen behanden. Eventuell auch noch etwas zu KdV/mKdV, bei denen es
eine Folge von Erhaltungsgréfen gibt, die immer hohere Ableitungen enthalten.

Man kann die Erhaltungsgréfsen bzw die daraus gewonnenen Abschétzungen zu
verschiedenen Zwecken benutzen:

(i)

(iii)

Eindeutigkeitsbeweise: Fiir lineare Gleichungen ist der Zusammenhang
klar: Man betrachtet die Erhaltungsgrofe der Differenz zweier Lésungen
zum selben Anfangswert. Diese verschwindet fiir £ = 0 und also auch fiir
alle t > 0. Ist die Erhaltungsgréfse definit, kann man die Eindeutigkeit fol-
gern. Dieses Argument kann fiir nichtlineare Gleichungen variiert werden.

Fortsetzung lokaler Losungen zu globalen (bei beliebig grofien Daten): Man
zeigt (etwa mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes) die lokale Wohlge-
stelltheit des Cauchy-Problems fiir eine Gleichung vom Typ (1.1) mit Da-
ten in einem Datenraum H. In giinstigen (d.h. subkritischen, dazu spéter
mehr) Fillen ergibt das Fixpunktargument eine “Lebensdauer” (= Lénge
des Existenzintervalls der Losung) T' = T'(||uo||g) > 0, so dass T eine mo-
noton fallende Funktion ist. Nun kann man zur Zeit t; = T(||uo||m) das
Cauchy-Problem mit Anfangsbedingung, sagen wir @(0) = u(t1) erneut
stellen und erhélt eine Losung @ € C([0,T], H) mit Ty = T(||u(t1)| a)-

Nun kann man die urspriingliche Losung w durch u(t) = a(t — t1) auf das
Intervall [0, t1]U [t1,t1 +T1] = [0, 1 + T1] stetig fortsetzen. Dieses Fortset-
zungsargument ldsst sich beliebig oft wiederholen, die Verldangerung des
Existenzintervalls also immer weiter verlangern. Nennen wir das Mafs der
Verldngerung des Existenzintervalls im k-ten Schritt Ay. Im allgemeinen
wird Y77 | Ap < oo sein, und es bleibt bei einer lokalen Losung. Ist aber
[lw(®)||z eine Erhaltungsgrofe, oder auch nur durch eine solche kontrol-
liert, so erhalten wir mit der Monotonie der Lebensdauerfunktion T, dass
Ay, > T(cE(up)) > 0, also Y 7 ; Ay, = 0o, was bedeutet, dass die Losung
auf dem gesamten Intervall [0, co[ existiert.

Randbemerkung: In der Literatur findet man recht raffinierte Varianten
dieses Arguments, die allerdings eine genauere Kenntnis der Funktion T
erfordern. Diese laufen darauf hinaus, die Folge (Ay)) der Verldngerungen
der Lebensdauer nach unten durch eine divergente Reihe abzuschétzen,
etwa Ay > 2 mit einem g > 0.

Konstruktion lokaler Losungen: Fiir eine bestimmte Phasenfunktion und
eine spezielle Nichtlinearitét sei bekannt, dass das Cauchy-Problem in kei-
nem “verniinftigen” Datenraum H der direkten Behandlung mit dem Ba-
nachschen Fixpunktsatz zuganglich ist. Dies ist zum Beispiel der Fall bei
der Benjamin-Ono-Gleichung:

uy + | Dy 0pu = 0, (u?) (BO)

und allen L?-basierten Sobolevriumen (niheres im niichsten Abschnitt).
Dann kann man zum Beispiel die Technik der sogenannten “parabolischen
Reularisierung” anwenden und einen weiteren glattenden Term in die Glei-
chung einbauen:

wg + | Dy 0pu — e0%u = 0, (u?) (BO,)
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1.2. Datenrdume

Fiir € > 0 ist die Losung der homogenen linearen Gleichung dann instantan
in C*°(R™), so dass man die Ableitung auf der Nichtlinearitit kontrollieren
kann. Der Fixpunktsatz liefert Naherungslosungen u. von (BO.), ggf. fiir
ebenfalls gegléittete Daten ug .

Nun will man zeigen, dass (u.)c>o fiir € = 0 gegen eine Losung von (BO)
mit u(0) = up konvergiert, und zu diesem Zweck verwendet man die aus
Erhaltungssétzen gewonnenen a priori-Abschitzungen.

Die in (i)-(iii) skizzierten Argumente werden in der Literatur als “energy me-
thods” bezeichnet. Sie sind nicht spezifisch fiir dispersive Gleichungen, sondern
finden Anwendung bei alle Evolutionsgleichungen, fiir die es definite Erhaltungs-
grofen gibt.

Es gibt allerdings Weiterentwicklungen (speziell von Punkt (iii)), bei denen
man sich den dispersiven Charakter z.B. der Benjamin-Ono-Gleichung zunutze
macht.

Exkurs: Die (BO)-Gleichung als Modellgleichung fiir Wellenbewegung in Fliissig-
keiten. Bei einer zwei Schichten-Konfiguration ist (BO) ein angemessenes Modell
unter den folgenden Voraussetzungen:

Luft
h1
}a Fliissigkeit 2
-1
ha A=
Fliissigkeit 1\
7
(i) Rand ist fest und eben (iv) k-ha>1
(i) hy < ho (v) a < hy
(iii) k-h <1 (vi) Viskositét vernachléssigbar

Quelle: Ablowitz/Clarkson: Solitons, nonlinear evolution equations and inverse
scattering; bzw. Ablowitz/Segur: J. Math. Phy. (1975).

1.2 Datenraume

1.2.1 Schwartz-Funktionen und temperierte Distributio-
nen

Der in diesem Abschnitt behandelte Raum S’(R™) der temperierten Distributio-
nen stellt eine grofe Klasse von verallgemeinerten Funktionen dar, die in ihrer
Gesamtheit einen topologischen Vektorraum bilden. Der Zweck diesen Raum zu
betrachten sind unter anderem:

(i) Ausdehung des Definitionsbereichs der Operationen Faltung, Ableitung,
Fourier-Transformation, . ..
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1.2. Datenrdume

(ii) Alle (Kandidaten fiir) Datenrdume sind zu erhalten als normierte lineare
Teilrdiume von S’'(R™) (oder ggf. als Vektorraum von Aquivalenzklassen)

Eingefiihrt wurden die temperierten Distributionen von Laurent Schwartz, der
sie definierte als topologischen Dualraum? einer sehr viel kleineren Klasse von
C*>°-Funktionen.

Definition
Fiir f € C*°(R") und «, 8 € Nj definieren wir die Halbnormen

pap(f) = sup [¢°V7 f(z)].
TER™

Der Vektorraum S(R”) = {f € C®([R") | Yo, 8 € Nj : pa,g(f) < oo} heifst
Schwartz-Raum, seine Elemente schnell fallende Funktionen oder auch Schwartz-
Funktionen.

Bemerkung (i) S(R™) ist ein linearer Teilraum von C*°(R™), der C°(R™)
umfasst.

(ii) Ist f € S(R™) und 1 < p < oo so ist f € LP(R™). Denn es gilt:

[ t@irae= [ 1Mo i@ra
< sup [(0) @) [ (@) PNdo <o

flir ein hinreichend grof gewéhltes N € N. Fiir 1 < p < co haben wir also
C(R") C S(R™) € LP(R™)
wobei beide Inklusionen hier dicht sind (beziiglich der LP(R™)-Norm).

(iii) Gauf-Funktionen kénnen ebenfalls ebenfalls zu den Schwartz-Funktionen
gehoren. Darunter seien Funktionen der Form

ga:R" > C, z— e~ (@ Az)+{ba)te

verstanden, mit ¢ € C, b € C" und A einer symmetrischen Matrix A €
C™*"™. Hierfir gilt

ga € S(R™) & Re(A) ist positiv definit, bzw.
ga € L=(R") & Re(A) ist positiv semi-definit und b € iR".
(iv) Ist f € S(R™) und P: R™ — C ein Polynom, so sind auch P - f, P(V)f €
S(R™).
(v) Sind f,g € S(R™), dann ist auch f * g € S(R™).

(vi) f(z) =e1*l ¢ S(R™), da f nicht differenzierbar ist in 2 = 0. Und g(z) =
(x)~N ¢ S(R™) da g nicht schnell genug fillt.

2Der topologische Dualraum umfasst nur die stetigen linearen Funktionale.
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Um den Raum S(R™) mit einer Metrik auszustatten bemerken wir zunéchst,
dass die Menge aller Multiindexpaare {(a, 3) | o, 8 € N3"} abziihlbar ist, also
kénnen wir sie als {(«, ), | j € No} umschreiben. Damit definieren wir p; =
Pa,p); und die Metrik

in pi(f—9)

= 1+ij g)

Ein Ergebnis der Funktionalanalysis besagt, dass dieser (nun) metrische Vek-
torraum S(R™) versehen mit ds vollstandig ist.

Lemma 1 (i) Eine Folge (fi)r in S(R™) konvergiert genau dann gegen f in
S(R™), wenn fiir alle a, 8 € Ny gilt:

i pas(f = fir) = 0.

(ii) Eine lineare Abbildung A: S(R") — S(R") ist stetig genau dann, wenn
fiir alle a, 3 € N§ endlich viele Paare (a, 8)o, (o, B)1,-- -, (o, B)ny € N3"

existieren, so dass:

Pas(Af) S D Pla), (f)- (*)

-

I
o

J

(iii) Eine lineare Abbildung A: S(R™) — (E, ||| ) ist stetig genau dann, wenn
endlich viele Paare (o, 8)o, (o, B)1, .., (a, B)n € N3" existieren, so dass:

N
IAfllE S s, (f
7=0

Beweis. (iii) lasst sich genauso beweisen wie (ii), insbesondere ist (iii) niitzlich
fiir den Fall (E, || - ||g) = (C,] - ])-

u (i): Sei (fx)r eine Folge in S(R™) die gegen f € S(R™) konvergiert, d.h. es
gelte

pi(f — fx)
0= lim ds(fx, f) = lim ZQ j1+],07 (f kfk)

Daraus folgern wir fiir alle j € Ny dass limy_, % = 0. Da —t eine

stetige Inverse besitzt folgt ebenso: limy_,o0 p;(f — fx) = 0.

Umgekehrt gelte nun limy_,o p;(f — fr) = 0 fiir alle j € Ny. Sei ein ¢ > 0
vorgelegt und N so grofs gewahlt, dass zjoi N2 < 5. Ferner wihlen wir k£ so
grok, dass p;(f — fr) < 5 fiir alle j € {1,2,..., N — 1}. Dann folgt:

N— oo
pilf = Jr) i _Pilf = fx)
st ) = z_:vil 1+pyf fk)+Z2 Tt )~ °
TS - —_—
<pi(f—F)< 3

also haben wir Konvergenz in S(R"™).
u (ii): Sei A: S(R™) — S(R™) linear und es gelte (*). Ist dann (fy)s eine Folge
in S(R™) mit f — f in S(R™) gilt nach (i), dass limy_,o p;(f — fx) = 0 fiir
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alle j € Ng. Also gilt ebenso: limg_, Z;V:o p;(f — fr) = 0 fur festes N. Die
Abschétzung (*) ergibt fiir beliebiges j € Ny dann: limy_,oc p;j(A(f — fz)) =0
also auch limy_,« p;j(Af — Afx) = 0 fiir alle j € Ny, wegen der Linearitét von
A. Nochmal (i) anwenden zeigt kll)ngo ds(Afr, Af) = 0, und das ist die Stetigkeit

von A in einem beliebigen f € S(R™).
Umgekehrt sei A : S(R") — S(R™) linear und stetig. Dann ist A insbesondere
stetig inf=0 und das heifst: Ve > 0 existiert ein § > 0, sodass fiir alle f € S(R™)

mit Z 2-i i) 5 ol Z 9-i 1A~ - Nun sei ein beliebiger Index
Jj=

T+p; (f) 1+p;(Af)

Jo Vorgegeben. Dann gibt es zu € := 27750~! ein §;, > 0, sodass for alle f mit
ds(f,0) < &g gilt: ds(Af) < 2770~ also insbesondere

2*]‘0 Pijo (Af)
1+ Pjo (Af)

2N
A z L A
:>p]O f 52 1+p] )

< 9= do—1 ij(Af) < 1(1 + Pjo (Af))

letzteres fiir alle f € S(R™) mit % < ds(f,0) < 4. Nun ist zunéchst fir diese f
und ein hinreichend grofses N

N
—j p;(f) 1
2 1+Pj(f)+2

und also

N
pin(Af) <1< 23 pi(1) ¥F € SR mit § < ds(£,0) <

Jj=

(=)

Ist nun f € S(R™) beliebig, wihlt man A > 0, sodass g < ds(M\f,0) < 4. Dann
ist, da A linear und pj, eine Halbnorm ist

1 14 4
Pio(Af) = ijo(/p\f) < ngpj()\f) = gzpj(f)-
=0

Beispiel (i) A: S(R™) — S(R™) definiert durch Af(x) = 27 f(z) fiir ein festes
v € Ng. Dann gilt

Pa,s(Af) = sup [2°VPz7 f(z)| < > sup [z V7 f(z)]
oER" o/ |+187 < er|+] 8+ ]| ZER

=par 5 (f)

weil VA2 f = 2olor |18 <11+ | cor prz® VP f fiir bestimmte ¢ . Dar-
aus folgern wir, dass die Multiplikation mit einem Polynom stetig ist. Ist
also P: R" — C ein Polynom und Mp: S(R™) — S(R™) definiert durch
Mpf(z) = P(x)f(z), so ist Mp stetig.
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(ii)) A: S(R™) = S(R™), f— Af == V7 f fiir ein festes v € Njj. Hierfiir gilt

Pa,s(Af) = sup |z VPV f(z)] = sup |2V f(2)] = pa,giqy(AS)

Nach Lemma 1 ist A also eine stetige Abbildung. Daraus folgern wir: Ist
P: R"™ — C ein Polynom, so ist P(V): S(R™) — S(R") stetig.

Da S(R™) C L*(R™) ist die Fourier-Transformierte F stets definiert. Wir wissen
bereits aus der Harmonischen Analysis: VA f(€) = ilfle8 f(¢), ferner zo f(€) =
il Ve f(€) denn:

@) = Cn)E [ ey fa)de = ig, f(©
=i85je*“35

Beides zusammen gibt:
F(a*VEf)(€) = Ve f(€)

Satz 1
Die Fourier-Transformation F: S(R™) — S(R™) ist ein Isomorphismus.

Beweis. (i) Mit der Dreiecksungleichung fiir Integrale gilt

poo(Ff) = sup [FfE S [ fllh =/ |f () [(2)*" () "*"dz
£ERn

R"

S sup (@) f(@) S D paolf):

veRn la|<2n

(ii) Und &hnlich wie im Beispiel oben erhalten wir auch

favf}'f(&)’ = sup |F (Ve2?f) ()] = poo (F (Ve f))

¢eR

S/ Z P~,0 (valﬁf) ,S Z pa’,B/(f)'

[v]<2n [a/|+]8'|<|er|+|B]+27

Pap(F[f)= sup
£eRn

(iii) Damit ist gezeigt: Fiir f € S(R™) ist auch Ff € S(R™) und F : S(R™) —
S(R™) ist stetig. Insbesondere ist Ff € L*(R™) fiir alle f € S(R™). Damit
gilt die Fourierinversionsformel

n

Fof) = @n)F [ e = fo), s Flg(o) = Fo(-o)

Da die Reflexion Rf(z) = f(—=) offensichtlich stetig ist, ist auch F~1: S(R") —
S(R™) stetig.
O

Beispiel (i) reguldre Distributionen: Sei g: R” — C messbar und

(a) von moderatem Wachstum, d.h. es existiert ein C' > 0 und N € N so
dass |g(z)| < C{x)N, oder
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1.2. Datenrdume

(b) g € LP(R™) fiir ein p € [1, 0.

Dann wird durch Ty [f] == [p, g(2)f(2)dz ein stetiges lineares Funktional
auf S(R™) definiert. Denn

(a)
Ty 1] S/ (@)™ |f (@) ()~ |g(2)| da
n \W_/

<c

S /n<x>’(”+1)<w>N+"“If(x)ldx < S;@@W*"“If(x)l

(b) | TolA < Ngllzoll Al o < Ngllee - lsellﬂgL<$>”+1|f(w)\

Wir bemerken: Sind T}, und T}, stetige lineare Funktionale, so auch Ty, +
Ty, = T4, 44, Insofern umfasst dieser Punkt auch die Situation, dass man
g: R™ — C betrachtet mit:

(a) Es existiert ein R > 0 so dass gxp,0) € L'(R") und

(b) Es existiert ein C > 0 und N € N so dass fiir alle |x| > R gilt:
lg(@)] < C - (x)".

Auch dann ist T, eine reguldre Distribution, indem man schreibt: g =
9XBr(0) T GXR"\BR(0)-

ii) Borel-Mafe: u au , die eine Wachstumsbedingung erfiillen: Es exis-

ii) Borel-Mafs f B(R™), die eine Wach bedi fiillen: Es exi
tiert ein N € N so dass [, () "Vdu(z) < oo sind ebenfalls durch T}, [f] :=
Jon f(x)du(z) ein stetiges lineares Funktional auf S(R™), denn

Tulf]l < /Rn<w>N\f(x)|<w>’Ndu(x) < € sup ()" |f(2)]

reRn”
Spezialfille von diesem Unterpunkt sind:

(a) endliche Borel-Mafe, insbesondere auch Dirac-Mafe: d,,[f] = f(xo)
fir festes xg € R"™.

(b) Reihen von Dirac-Mafken, etwa ), ;. cxdr, wenn fiir ein N € Ny
gilt: ¢, S (k)N.

(¢) p=A" mit N =n+ 1. Kann nach dem Beispiel oben aber auch mit
der Funktion g = 1 als regulére Distribution identifiziert werden.

(d) Flachenmafe die auf einer k-dimensionalen Flache S (k € {1,...,n—
1}) konzentriert sind.

T, [f] = /S J@p@)dos,  dos = v/g@)de

sofern Flachenmaf und stetige Dichtefunktion p(z) der oben genann-
ten Wachstumsbedingung gentigen. Dabei ist g(x) die Gram’sche-
Determinante g(z) = det(D ¢(x)T D ¢(z)), wenn die Fliche S in pa-
rametrisierter Form S = (T), T C R* vorliegt. Dabei muss ¢ ein
C'-Diffeomorphismus sein.
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1.2. Datenrdume

Zu diesen gehoren auch die Mafe §(P) definiert durch

do,

5(P)f] = /{ o (OEE

dabei ist P: R” — R eine C''-Funktion fiir deren Gradienten gilt:
[VP(z)| > ep > 0 auf {x € R" | P(x) = 0}. Spéter werden wir eine
Rechtfertigung fiir diese Interpretation geben.

(iii) T: SR™) = C, f — T[f] = V" f(xo) fiir festes v € Nj und zy € R™ ist
linear und stetig, denn

T =1V 1 (o) < poy(f)-
(iv) Wenn n = 1 gilt, dann ist der Cauchy-Hauptwert der Funktion v(z) = 1

definiert als ) ’
p.v. —[f] = lim Lx)dx
xT eN\0 e<|z| T

ist eine stetige Linearform auf S(R™), denn
lim / Mdgc / @dx / Mdgc
N0 Jegln T e<lz|<1 T i<lz| T

=1 <Ifllpa
Zur Abschétzung von I. merken wir an, dass

/ mdx:O:>/ de
e<lz|<t T e<lz|<1 T

< lim
eN\0

+

<

X

[ -0,
e<|z|<1

s/ F()lde < 27|~
e<|z|<1

Bemerkung

In dem Beispiel (i) und (ii) unterscheidet man im praktischen Gebrauch nicht
mehr zwischen Funktion bzw. Maf (g/u) einerseits und den dadurch induzierten
linearen Funktionalen (7, /7),), was nicht selten zu Verwirrung fithrt. Insbeson-
dere ist die Bezeichnung p[f] (anstelle von T),[f]) gebréuchlich.

Definition
Der Raum aller stetigen linearen Funktionale auf S(R™) wird mit S'(R™) be-
zeichnet, seine Elemente heifsen temperierte Distributionen.

In Abgrenzung dazu steht der Begriff Distribution (ohne Zusatz). Diese sind ste-
tige Linearformen auf C°(R™). In diesem Fall wiirde Stetigkeit einer Linearform
T bedeuten:

VK C R™ kompakt 3Cx > 0, Ng € Ng Vf € C°(R™) mit supp(f) C K:
T <Crx > IVl

|a|<Nk

Fiir unsere Zwecke sind Distributionen allerdings nicht von grofsem Interes-
se, da wir auf ihnen nicht in verniinftiger Weise die Definition der Fourier-
Transformation erweitern kénnen.
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Topologie auf und Konvergenz in S'(R"™)

Der néchste Schritt ist nun S’(R™) mit einer Topologie auszustatten. Fiir ge-
wohnlich werden die temperierten Distributionen (im Rahmen der Untersuchung
von partiellen Differentialgleichungen) mit der schwach-x-Topologie o* ausge-
stattet. Dazu definiert man:

Definition

Fiir jedes M € £ .= {M C S(R™) | M endlich} und ein T" € S'(R™) definieren
wir die Halbnorm ||T'||a; := max e |T[f]|. Dieses System von (iiberabzahlbar
vielen) Halbnormen ergibt ein System von Umgebungen (und legt somit die
Topologie auf S’'(R™) fest):

Uet(To) =A{T € S'R") | |IT = Tollar <€}

Eine Menge U C S'(R"™) heifit also offen, wenn U eine beliebige Vereinigung
solcher Umgebungen U, s (7p) ist. Dies ist eine Vektorraumtopologie in der die
Operationen

+: S'(R") x S'(R") — S'(R™)
L Cx S'(R™) = S'(R™)

stetig sind. Die Topologie ist allerdings, wegen der Uberabzihlbarkeit des Halbnormen-
Systems, nicht metrisierbar.

Eine Folge (Tj)r in S'(R™) heit konvergent gegen T' € S'(R™) falls fur alle
Halbnormen || - ||ar, M € & gilt: limg 00 |7 — Tk||ar = O.

Bezeichnung
Fiir diese Konvergenz in S’(R™) schreiben wir

S — klim T, =T oder auch Ty — T in S8’ (R™)
—00

Bemerkung (i) Da M € £ immer nur endlich viele Elemente enthélt, ist die
Konvergenz in &’'(R™) dquivalent dazu, dass fir alle f € S(R™) gilt:

lim Ty [f] = T[f].

k—o0

(ii) Der Grenzwert ist eindeutig bestimmt, da o* die Hausdorfl’sche Tren-
nungseigenschaft besitzt. Denn sind 71,75 € §'(R™), Ty # T» dann exis-
tiert ein f € S(R™) so dass Ti[f] # Tz[f]. Wir setzen M = {f} und
e = 3|T1[f] — To[f]]- Dann gilt Ug a(Ty) N Uz n(To) = 0.

Beispiel (i) f,g seien messbar mit moderatem Wachstum und (fi)x sei eine
Folge messbarer Funktionen so dass

(a) fr — f A"-fast iiberall
(b) |fx| < g A™-fast iiberall.
Seien T' = Ty und T}, = T}, die dadurch induzierten reguldren Distribu-

tionen, so gilt:
S — lim T =T.

k—o0
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Um das einzusehen betrachte man h € S(R™):

= lim fr(@)h(z) do V2
k—oo Jpn Ne—— R
[...|<g(x)h(z)

und g-h€ L' (R™)

lim Ty[h)
k—o0

(ii) Fiir eine approximative Einheit (K:)e>¢ und eine im Nullpunkt stetige
beschréankte Funktion f: R™ — C gilt:

lim K (x)f(z)dx = f(0).

e—0 Rn
Also insbesondere gilt das auch fiir alle f € S(R™):
S —lim K. = &
e—0

was auch den Namen Dirac-Scharen oder Dirac-Familien fiir approxima-
tive Einheiten rechtfertigt.

(ili) Sei (K.)e>0 eine approximative Einheit auf R und P € C?(R™,R) so dass
VP(x) # 0 fiir alle z € R™ und auf {P = 0} gelte |[VP(z)|~! < (z)V fiir
ein N € N. Dann gilt fiir f € S(R"):

do,

i [ P [ @ e =Pl

was wir auch schreiben konnen als:
"—limK.oP=§(P
§' — lm Ko P =06(P)

Um diese letzte Tatsache zu beweisen miissen wir uns an den Gaufsschen-Integralsatz
(auch Divergenzsatz) erinnern:

Satz (Gaufscher-Integralsatz) -
Es seien 2 C R" offen und beschrankt mit C'-Rand® 9Q und f € Cl(Q). Dann
gelten fiir 1 < j <mn:

of B 4
/anj(o:)dx aﬂf(x)l/jdox

und dabei ist v das auBere Einheitsnormalenfeld an 0.

Bemerkung (i) Ist F' € C1(Q,R") so ist div F(z) = Z?:l %(aj) Summati-
on iiber j ergibt die {ibliche Form:

/QdivF(x)dx:/ (F,v)do

[o19)

(ii) Zur Berechnung des duferen Einheitsnormalenfelds v: Sei zg € 9 und U
eine offene Umgebung von xg, so dass QNU = {z € U | P(z) < 0} fiir

eine C'-Funktion P, so dass VP # 0 auf U. Dann ist v(zg) = |31€Ei3;|'

3d.h. 99 ist lokal als Nullstellenmenge einer C'!'-Funktion mit nicht-verschwindendem Gra-
dienten darstellbar.
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Beweis. Zuerst zeigen wir die Identitiit fiir f € C}(R™), nehmen also insbeson-
dere an, dass supp(f) kompakt ist. Dann existiert ein §y > 0, sodass auf supp(f)
gilt: [VP(z)| > 2ndy. Wir zerlegen f in

F=>f
k=1

mit fi, € CL(R"), sodass ’%(x)’ > 0 auf supp(fx) gilt. Dann haben wir

Oxy
8 o0
A KE(P(x))fk(:v)dx:—/ ((m /P( )Ks(t)d(ﬂ) Z:]’i(z;))dx
n n z Oz r,
part. Int. ° i fk(z)
3 /R et axka%(x)dx.

Jrn Kot <
Jg |Kc(t)|dt < C (unabhéngig von € und z) und liIr(l) f;?m) K_(t)dt = x{p<o}(z).
E—r
Also gilt mit dem Lebesgue’schen Konvergenzsatz
0 )

p<oy Ok 51 ()

Nun ist aufgrund der Eigenschaft (ii) einer approximativen Einheit

lim K. (P(x)) fr(z)dx = /{

e—0 Rn

Gauss 1 _ dO’x
2 o MO = [ Ry

da:k

S (x)

da vi(z) = o0 Damit ist die Identitét fiir f € CL(R™) gezeigt.
Nun sei f € S(R™) und fy = fxn mit einer glatten Abschneidefunktion (engl.
cut-off-function) xn-.

A

>

-N N R
Dann gilt A}im sup |Q(z)(f(xz) — fn(x))| = 0 fiir jede Funktion @) moderaten
—00 xcR™
Wachstums, da f € S(R"). Aufgrund der Voraussetzung |V P(x)|~! < (z)V gilt
dann

do do
N=oe J{p=0} I )|VP(X)I /{p_O}f( )|VP(:c)| ’

wahrend auf der anderen Seite bereits die gleichméfige Konvergenz fy — f
ausreicht, um fiir § > 0 vorgegeben und N groft genug

lim sup / EAP@)IIf() ~ fr(@)lde <o

e—0

zu erreichen. O

4Wachstum in doy = 1/g(t)d” 1t wird stets durch |VP(x)|~! kompensiert.
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Bemerkung )
Der Fall n = 1 wird in den Ubungen besprochen.

Indem wir den Gauss’schen Integralsatz wie oben verwenden, kénnen wir auch
die folgende — oft sehr niitzliche — Verallgemeinerung des Satzes von Fubini
beweisen.

Satz (Co-Area Formel)
Sei P € C1(R™,R) so dass fiir A-fast alle t € R die Niveaumenge {P = t} eine
(n — 1)-dimensionale Hyperfliche ist®, f: R® — C stetig und integrierbar. Dann

gilt:
do
f(z dm—// T _dt.
Rn P= t} IVP( )|

Beispiel (i) P(z) = zp = |[VP(x)| =1, do, = day ... dag_1dzsyy ... doy,.
Dies ergibt also den Satz von Fubini.

(ii) P(z) = |z|*> = VP(z) = 2z, |VP(z)| = 2|z|. Dann ist

- flz)dz = /OOO f{lgﬂl_ﬁ}f(x);';dt /OOO /{lxl_r}f(ac)dazdr.

Was wir mit der Substltutlon Vt = r erreicht haben, denn dann gilt:
dr _ 1 1 _

W =37 = 2 = 74

Beweis. Wir beweisen die Aussage unter der Voraussetzung f € Cl(R") und
P € C?(R",R). Dann existieren

(i) €0 > 0 s0, dass |[VP(z)| > ¢ Vz € supp(f)

(ii) a,b € R, a <b, sodass a < P(x) < b Va € supp(f) und [, ...dt reduziert
. b
sich auf [...dt

0.B.d.A. nehmen wir an, dass fiir einen Index j € {1,...,n} %(m) # 0 ist auf
supp(f). Dann haben wir

Rn f(z)dz = — /n <aaxa /Pb(:r) « > . d = /"/ dtaixﬂ <3P(2)> v
Fubml/ / X{p<ty(@ 84 f / /P<t} Ox; & a ))d "
Gg/a /{P—t} 3?2) )z

wobei v(x) = |§§E§§| ’

v;i(z)
also % \VP(I)\ Also

s d“””‘//pt} S

5Dies erfordert insbesondere VP (z) # 0 Vz € R™ bis auf eine A”-Nullmenge.
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Allgemeinere Versionen kann man durch zum Teil aufwéindige Approximations-
argumente erreichen (vgl. Evans: Measure Theory and fine properties of functi-
ons. Abschnitt 3.4) O

Wir werden verschiedene lineare Abbildungen A: S8'(R™) — S'(R™) definie-
ren als Transponierte gegebener, ebenfalls linearer Abbildungen Ag: S(R™) —
S(R™). Das bedeutet, wir legen AT fiir T € §'(R™) durch

AT[f] =T[Aof] VfeSER")

fest (spéter werden wir dann zumindest in der Bezeichnung nicht mehr zwischen
A und Ay unterscheiden). Aus dieser Definition folgt unmittelbar die Abschét-
zung

[AT[f]] = ITTA Al < Tl 32

fiir jede endliche Menge M C S (R™), die Agf enthélt. Etwas allgemeiner fiir
Meé&:
— < ~
1AT|[ar = max |AT[Y]] < || 7

fiir jede Menge M € € mit Ag(M) C M. Das bedeutet: Sind M € £ und € > 0
vorgegeben, wihlen wir M = Ag(M) und § = ¢ und erhalten A(Uj; 5(0)) C
Un,e(0). Zu jeder Nullumgebung Uy . (0) in S’ (R™) finden wir also mit UyA(M)’g(O) =
Uyz,5(0) eine weitere Nullumgebung in S’'(R™), die von A in Up.(0) abgebildet
wird, und das ist die Stetigkeit von A im Nullpunkt. Da A linear ist, ist A in
jedem Ty € S'(R™) stetig.

Das gilt fiir jede lineare Abbildung A, die wie oben definiert ist, und nicht einmal
die Stetigkeit von Ay haben wir hierfiir verwendet.

Operationen auf S’'(R™)
(1) Die Distributionsableitung.
Sei v € Nj ein Multiindex. Dann definiert man die distributionelle Ableitung
VT S'(R") - S'(R"), Tw—NV'T
durch die Regel der partiellen Integration:
VIT(f] = (=)T[V ] Vf € SR™)
hierbei ist V7 auf der rechten Seite der Gleichung die klassische Ableitung und
entspricht Ag.

Bemerkung (a) V7: §'(R") — S’(R™) ist stetig nach der Vorbemerkung.

(b) Mit diesem allgemeinen Ableitungsbegriff ist jedes T' € S’(R™) beliebig oft
differenzierbar.

(c) Ist g € CMI(R™) und V7 g von moderatem Wachstum, so ist V77T, = Ty,

Beispiel (a) V75, [f] PL- (—1)"Y‘T5uco VY f] = (=1)IV7 f(20).
(b) Sei 0 := X(0,00) die sogenannte Heavyside’sche Sprungfunktion auf R. Dann
ist Ty[f] = [p0(x)f(x)dz = fooo f(z)dz und also Tj|f] PD- ~Tolf'] =

— [° f(@)da = f(0) = T5,[f] Vf € S(R™). Das heift: T = Tj,, was man
iiblicherweise abkiirzt mit 6’ = 4.
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Bemerkung

Auch fiir die Distributionsableitung gilt: Ist 7' € S'(R™) mit VT = 0, so ist T
konstant. Das ist weniger leicht einzusehen, als man erwarten sollte. (vgl. Hor-
mander, Theorem 3.1.4 und 3.1.4’.) Wir werden weiter unten davon Gebrauch
machen.

(2) Multiplikation mit einer C*°-Funktion moderaten Wachstums.
Sei a € C*°(R"™), sodass C' > 0 und N € Ny existieren, fiir die
la(2)| < Cla)™

gilt. Dann ist a - ¢ (punktweise definiert) fiir jedes ¢ € S(R™) wieder in S(R™)
und der Multiplikator

M,: SR") - S(R"), o— Myp:=a-¢p

ist linear und stetig. Fiir T' € §’(R™) bilden wir das Produkt a - T', indem wir

definieren. Dann ist der Multiplikationsoperator
M,: S'(R") - S'(R™), T+ M,T:=a-T

linear und nach der Vorbemerkung stetig.

Nach einem Satz von Schwartz gibt es keine Multiplikation
o: S'(R") x S'(R") — S'(R™),

die assoziativ und kommutativ ist: Wir zeigen, dass es keine Fortsetzung der
oben definierten Multiplikation mit diesen Eigenschaften gibt:

Beweis. (a) Fiir a € C* moderaten Wachstums ist a - 6y = a(0)dp, denn a -
5olie] "= dola - ] = a- 9(0) = a(0) - (0).
(b) z - pv. 2le] = pv. glog] = lim [ o(z)de = [ o(z)de = 1fg], also
T p.V. % =1.
Nehmen wir jetzt an, es gebe eine assoziative und kommutative Fortsetzung der

oben definierten Multiplikation auf S&'(R™) x §’(R™), so erhalten wir

1 a 1 Komm. 1
0:0-p.v.7(:)(w~50)-p.v.fK: (§O-x)(p.v.)
x x x

Aés.(so . (ZL' -p.v. 1) (;) 50 -1 Kogm. 1- 50 = 50.
x

Also §y = 0, und das ist ein Widerspruch. O

Bemerkung (a) Nicht allgemein definiert ist das Produkt einer temperierten
Distribution mit schneller als polynomial wachsenden oder weniger regulé-
ren Funktionen.
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(b) In der Unméglichkeit einer verninftigen Multiplikation von Distributionen
liegt ein wesentliches Problem fiir die Anwendbarkeit dieser Theorie auf
nichtlineare Differentialgleichungen. Selbst einfachste Nichtlinearitdten wie
N(u) = u? sind in S’(R™) nicht ohne Weiteres definierbar. Sowie man
diese nicht mehr punktweise definieren kann, benotigt man Abschéitzungen,
um sie als Fortsetzung stetiger, multilinearer Operatoren aufzufassen. In

der Regel geht man zuriick auf Skalen normierter linearer Teilrdume von
S'(R™).

(3) Verkettung mit einer affin-linearen Bijektion.

Essei L: R* - R", z — Lz := Az + b mit A € GL,(R) und b € R". Wie ist
T o L sinnvollerweise zu definieren? Dazu starten wir wieder mit einer reguléren

Distribution Ty und verlangen T, o L < Tyor. Fir f € S(R™) heift das:

(T, 0 L)[f] = Tyorlf] = / o(La) f(2)de

n

- / g(Av +b)f(w)de <

= ldet A7 [ gL )y = |det AT [f o 17

Transformation: y = Ax + b
r=A"Yy—-b)=L"1(y) = de =|det A|~1dy

und das hat bereits eine Form, die wir als allgemeinte Definition verwenden
konnen.

Definition
Fiir L wie oben und 7' € §'(R™) definieren wir die Verkettung 7' o L durch

ToL[f] == |det A|'T[f o L7'].

Bemerkung (a) Ist L fixiert, so ist durch T — T o L eine stetige lineare Ab-
bildung von &’'(R™) nach S’(R™) gegeben, denn f — fo L™ ist linear von
S(R™) —» S(R™).

(b) Die Verkniipfung von 7' € §’(R™) mit nichtlinearen Abbildungen v : R" —
R™ ist im Allgemeinen nicht sinnvoll zu definieren, selbst wenn v bijektiv
ist. So macht zum Beispiel &g (2?) fiir n = 1 keinen Sinn, wie wir bei der
Diskussion von §(P) in einer Dimension in der Ubung sehen werden.

(4) Faltung von T € §'(R") mit g € S(R").

Betrachten wir zunéchst den Fall einer reguldren Distribution 7} mit einer mess-
baren Funktion A~ moderaten Wachstums, also

|h(z)| < (z)N  fiir ein N € N.

Dann kénnen wir g € S(R™) auf herkémmliche Weise mit h falten und erhalten

g+ h(z)] <

/ﬂ g(z — y)h(y)dy‘ =

h(z —y)g(y)dy
R?L

S [ o= ¥ ) gl )y < €y o),
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also wieder eine messbare Funktion moderaten Wachstums, die eine regulére
Distribution Ty, induziert. Wenden wir diese an auf f € S(R™) ergibt sich mit
Fubini:

Tyalfl = [ gxh@)f@de= [ [ g h)f@)dda
= / (/n glx — y)f(ﬂf)dx> hy)dy = [ R+ fy)h(y)dy = TulRg = f]

mit Rg(xz) = g(—y) (Reflexion). Hieraus kénnen wir eine allgemeine Definition
erraten:

Definition
Fir T € 8'(R") und g € S(R™) definieren wir die Faltung T g durch T x g[f] =
T[Rg * f] fiir alle f € S(R™).

Da f — Rgxf, S(R") — S(R™) (bei festem g € S(R™)) eine stetige und lineare
Abbildung ist, ist auch

xg: S'(R") - S'(R"), T+ T xg
stetig und linear.

Diese Definition legt auch die Faltung von Maften mit Schwartzfunktionen
fest, sofern erstere einer Wachstumsbedingung gentigen. Sei p ein solches Maf.
Dann haben wir

T, lf) "2 TulRg s fl = [ Ros f@dnte) = [ [ gy~ 2)fwdsduta)

Rn

Fubin / n ( / gly- z)du(fv)) F(y)dy,

also eine regulare Distribution, die von der Funktion

pxg(x) = /g(x —y)du(y)
R’Vl
induziert wird.

Anwendung: Fundamentallosung des Cauchy-Problems fiir die Transportglei-
chung, d.h. fiir v € R™ fest

u+v-Vu=0, u(z,0) = up(x).
Hierzu hatten wir bereits festgestellt, dass die Losung gegeben ist durch
u(z,t) = up(z — vt) = Uy (t)uo(z) mit p(§) = —v - &
Andererseits erhalten wir fiir das in v - t € R™ konzentrierte Dirac-Maf §,;:
Ot * up(x) = /uo(x —y)ddye(y) = ug(z — vt),
Rn

wobei zunichst ug € S(R™) ist, man kann aber problemlos uy € LP(R™) zu-
lassen. Also ist die Fundamentalldsung in diesem Fall durch eine Schar von
Dirac-Maften gegeben.
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(5) Fouriertransformation.

Definition
F:8(R") — S'(R"), T — FT = T, definiert durch T[f] := T[f] fiir alle
f € S(R™), heifit die Fourtransformation temperierter Distributionen, dabei
wie immer:

f(6) = (2m) % / e~ f ()

n

Hierbei handelt es sich um eine Fortsetzung der Fouriertransformation auf S(R™)
beziehungsweise auf L'(R™) N L?(R"). Um dies einzusehen seien T = T, mit
einem g € L'(R®)NL?(R") und h = §. Dann gilt fiir f € S(R™) und h € L?(R")
die Parseval-Gleichung

f@)h(e)dz = | f©h(E)de.
R R

Nun ist h = gund hE) = g(&) = 2m) "% [, e g(z)da = (2m) 7% [, e€g(a)da

@, also iL(f) = ¢(&) und damit

LT = [ ©9©de = | f@)ge)de = T[]

Rn R

7,111

fiir alle f € S(R™). Die Fouriertransformation auf &’(R™) ist definiert als Trans-
ponierte der Fouriertransformation auf S (R™) und somit linear und stetig. Wei-
ter setzen wir T[f] .= T[f] fir T € S'(R™) und f € S(R™), wobei

flz):=(2m) "2 [ " f()d¢
]RZ

die inversere Fouriertransformation auf S(R™) ist. Dann ist

T(f] = T[f] = T[f] = T[f].

Das heift, die Transformation T' — T ist invers zur Fouriertransformation auf
S'(R™) und aus den gleich Griinden ( Transponiert) linear und stetig. Damit gilt:

Satz 2
Die Fouriertransformation F: §’'(R™) — S’'(R"™) ist ein Isomorphismus.

Durch die Definition werden die wesentlichen Eigenschaften der Fouriertransfor-
mation auf L!(R") beziehungsweise S(R") an die distributionelle Fouriertrans-
formation weitergegeben. Wie zum Beispiel:

Lemma 2
Es seien T € §'(R™) und « € Njj. Dann gelten:

(a) VET = (iz)°T
(b) €T = (iV§)T.

Beweis. Es sei im folgenden f € S(R™):
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VeTlf] = VET(f] = (-1 T(Ve f) = il T[ee ] = iIT (2" f] = (i) 7]

T =TI =T f] = ()Y ) = (=) " T[Ve f] = Ve T ]
O
Satz (Faltungssatz)
Fiir f € S(R") und T € S'(R") gelten:
F*T=@m*fT,  JT=(m) *f«T

Beweis. Die erste Gleichung ist bekannt, wenn f und 7' € S(R") sind. Dies
benutzen wir zum Beweis der zweiten Gleichung: Fiir g € S(R™) gilt:

—

= T(fg) = T[f3) = (2m) ¥ T[f * g|
T[Rf*y] (2m) % f + Tg]

Damit ist (ii) gezeigt, was wir jetzt zum Beweis von (i) verwenden kénnen: Dazu
sei wieder g € S(R™):

fIlgl=f-T
= (2m

Tlg) = = T[f + §] = 2m) ¥ T[fg]
™ T(fg }zmﬁf f
O

Es folgen einige Beispiele der Faltung und Fourier-Transformation von Distri-
butionen. Wir beginnen mit:

Beispiel
Endliche Borel-Mafie p auf B(R™). Sei T, die hierdurch induzierte Distribution
und f € S(R™). Dann ist:
T =Tl = [ F@uto)
— [ent [ et
— [t [ e e = il

fiir die (gleichméRig stetige) Funktion f(¢) = (2m)~2 [, e " dpu(x). Speziell:

w3

Sa:o = (271')_%/ e_mgdéio( )= (27") 2 gm0t

und insbesondere &y = (27)~ % (konstante Funktion bzw. die dadurch induzierte
Distribution). Kombinieren wir das mit Lemma 2 erhalten wir

Vade(€) = (i€)*80(€) = (2m) % (i)
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bzw. unter Vertauschung von x und &:
2 = (2m) % (=) *VEs) " (@) = (2m) % ((—iVe)*60)" (x)

Benutzen wir die Linearitit der Fourier-Transformation erhalten wir fiir ein
beliebiges Polynom P: R" — C:

P(z) = (2m) % (P(=iV)&)"(z)
worauf wir erneut die Fourier-Transformation anwenden kénnen. Dies ergibt:
P = (21)% (P(—iV)3y)" = (27)% P(—iV)dp o R = (27)% P(—iV)dy

Wir kénnen also feststellen, dass die Fourier-Transformierte eines Polynoms im
Nullpunkt konzentriert ist. Das kann préazisiert werden mit Hilfe des Begriffs
des Trigers (engl. support) einer Distribution:

Definition
Der Triger supp(T) einer Distribution 7' € §'(R™) ist der Durchschnitt aller
abgeschlossenen Mengen A C R™ mit der Eigenschaft

f € S(R™) mit supp(f) CR™\ A= T[f] = 0

z.B. ist supp(ds,) = {20}, allgemeiner supp(3, <y caV*0z,) = {z0} und die

Rechnung oben zeigt, dass fiir jedes Polynom P: R™ — C gilt: supp(P) = {0}.
Auch die Umkehrung dieser Aussage ist richtig, es gilt:

Satz ([0], Proposition 2.4.1)
Ist T € S'(R™) mit supp(T') = {x0} so existieren N € N und ¢, € C, so dass

T = ZM“SN Cava(szo.

Korollar R
P e §'(R™) ist genau dann ein Polynom, wenn supp(P) = {0} gilt.

Beispiel (i) Was ist die Fourier-Transformierte von 6 = xj9 ;7 Dazu schrei-
ben wir 6(z) = lim.\ o 0-(z) punktweise und durch 6 majorisiert, wobei
0-(x) = €7*"Xj0,00[- Die Fourier-Transformation der Approximationen ist

leicht:
) 1~ 11 . ~
_ —ixé—ex _ —ixé—ex
= — e dr = ——c¢
(== = 0
1 1 1 1

Vomii€ +e  2mi€—ie

Aufgrund von Beispiel (i) zur Konvergenz in S'(R™) und wegen der Ste-
tigkeit der Fourier-Transformation folgt fir f € S(R™)

Arer 1 A R flx)
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Formale Fourier-Inversion

was man hiufig abkiirzt mit 6(z) =
ergibt

\/Qﬂ—Z r— 20

S N N Ol
V271 eNO Jp T — 1€

zxff
dd
2%15\0// T — 1€ tde

Bis hierher ist die Rechnung vollkommen in Ordnung. Jetzt folgen zwei
Vertauschungen von Grenzprozessen:

Lo (hm / o dx) F(©)de = T[]

27 eN\O0 Jgp T — i€

it h(¢) = — lim / g
i 271 eNO Jp x — i€ o

Gilt nun aber auch 8 = h? In der Tat handelt es sich um eine “Integraldar-
stellung” der Heavyside-Funktion. Fiir € > 0 existieren die Integrale rechts
zwar nicht als Lebesgue-Integrale, aber immerhin (Ubung zu Analysis I)
als uneigentliche Riemann-Integrale. Anwendung des Residuensatzes nach
der Substitution y = x¢, dx = %dy gibt:

iz iy 1y
/ ¢ ,da::/ e. dy = 273 g Res, 6,
R T — 1€ rRY — e y —iée

Im(z)>0

wobei sich die Summe tiber die Polstellen der betrachteten Funktion er-
streckt, die in der oberen Halbebene liegen. Das ist keine, wenn £ < 0 ist,
und genau eine, wenn & > 0 ist. In diesem Fall ist

e e

Resie: -~ = lim (y —i&e)

= 6—55
—ife  y—ite y —i€e

und also h(§) = limax 0 €75 X)0,00[(§) = 0(), jedenfalls fiir £ # 0.

Betrachten wir weiter die Funktion 6_, definiert durch

L g
) ljrx<0 — 0o R(x),
0, firz>0

0_(x) =0(—z) = {

wobei R: x — —z die Spiegelung am Nullpunkt ist. Insbesondere gilt
R~! = R. In den Ubungen werden wir diskutieren, dass fiir invertierbare
lineare Abbildungen A: R" — R"

ToA=|det(A)| T o(A)T

ist, im vorliegenden Fall also

1 1 -1 1
omi —x —i0  \/2mix +i0’

~ 9/\

. =0oR=00R=
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(iii)

sign-Funktion und Cauchy-Hauptwert p.v. % Wir schreiben fiir  # 0:
sign(z) = 6(z) — 6_(x), so dass

sign=10—0 ! L 1
191N = —_ _ =
& Vomi \z—i0 " z+i0

oder etwas genauer:

— 1. 1 1
sign(f] = ﬁ gl\% R <x — i€ + T+ ie) f(w)dz

e #(f (@) - £(0)) 1)
<1{% /e<|z|<1 2yee oF /lm,>1xdx>

L[ @O )
i <;\OL<|I|<1 x dx+/|ac|>1 z dx)

1
1

— - P %[f]

Also haben wir
— 21 1
sign =/ —=p.v. —.
T x
Hieraus folgt p.v. % = z\/gsTg\n und weiter:

1 = T
NV.o— =1 —S1gn = —1 — S1€n
p - B g 9 g

letzteres, da sign: R — R eine ungerade Funktion ist.
Die Hilbert-Transformation und nochmal die Benjamin-Ono-Gleichung.

Fiir ¢ € S(R) definiert man die Hilbert-Transformation als Faltung mit

%p.v. %, was man gleich punktweise angeben kann als

Hy(z) = 1 lim Mdy.
T eN0 ly|>e Yy

(Man sieht leicht ein, dass Hg € L>*° C §’(R)) Dann ist

1 1
Hg=—pv.—xg
™ x

und nach dem Faltungssatz
— 1 1\" Y o
Hg(€) = —(pv.—xg) (€)= ——pv.—(§)9(§) = ~isign(§)g(E).
Der Satz von Plancherel ergibt wegen | — isign(§)| =1

1HgllL2 = Hgllrz = ll9llrz = llgllzz,

6Denn auf [—1,1] gilt lim.\o <ﬁ — %X]e,l](m)) (f(z) — £(0)) = 0 und als Majorante
haben wir nach dem Mittelwertsatz supgc(_1 17 [f'(€)]-
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so dass man H zu einer linearen Isometrie L2 — L2 fortsetzen kann.

Wegen H2g(€) = —g(€), also H* = id handelt es sich um einen isome-
trischen Isomorphismus. Der Pseudodifferentialoperator in der Benjamin-
Ono-Gleichung

uy — |Dy|0pu = (u?), (BO)

hatten wir erklirt als |D,| = F~1[¢|F, also
~| D40y = F71 — [€](i€)F = F~' — isign(§)*F
so dass wir (BO) schreiben kénnen als

Uy — ”H@iu = (u?),

Die Soklotzki-Formeln. Fassen wir noch einmal die Ergebnisse aus den
vorher gegangenen Beispielen zusammen:

i 1 1 i -1 1 — \/51 1
= _=————: sign=4/—=p.v.—
V2mix — 10 v 2mi x + 0 & T4 P T

andererseits ist 1 = 0+ 6_ und daher 6 +6_ = 1 = v/278,. Addition bzw.
Subtraktion ergeben:

11 o [Ts s 1
——— =0=/= —— p.v. —
omi T — 10 20T oV e
1 —1 o T 1 1
T b = sy ——pv. =
V2rmi x —i0 20" Vami v

oder nach Multiplikation mit +i+/27:

1 o] 1
=T V. —;
z—i0 0PV L0

1
= —imdy + p.v. —
x

Diese werden als Soklotzki-Identitdten bezeichnet.

Die Fourier-Transformation Gauld’scher-Funktionen

Es sei A € C™"*" eine symmetrische und invertierbare Matrix. Wir setzen Ay =
Re(A) und A; = Im(A), so dass A = Ay + 141, Ag, A1 € R™*™. Unter einer
Gauf-Funktion sei hier (der spezielle Fall)

ga: R" = C,z+— ga(z) == exp(—(z, Az)/2)

(ohne linearen oder konstanten Term im Argument von exp) verstanden. Wir
setzen stets voraus, dass

Ap positiv semidefinit ist = g4 € L>(R") C S'(R"™)

Wenn Ay positiv definit ist, gilt sogar g4 € S(R™). Um die Fourier-Transformierte
solcher Gaufs-Funktionen bestimmen zu kénnen, sind einige Integrale vorberei-
tend zu berechnen:
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(i)

(i)

(iii)

12 n
I, ::/ e*%dx:(%r)?

Denn, fiir n = 2 hat man mit Polarkoordinaten

N 27 00 .2
12:/ e 2 dx:/ / re” 2 drdy =27
R2 o Jo

Der allgemeine Fall folgt jetzt aus dem Satz von Fubini. (Eine alternative
Herleitung mit Hilfe der Coarea-Formel stellt zugleich die Beziehung her
zur Oberfliche der Einheitskugel, vgl. Ubungen zur Harmonischen Analy-
sis.)

Es seien 7 € C mit Re(7) > 0 und
22
I(7) ::/e‘Tde.
R
2m

Dann gilt I(7) = /<, wobei die Wurzel mit dem Hauptzweig gezogen

wird. Die Gleichung sieht man ein, denn wegen Re(7) > 0 ldsst sich Ab-
leitung von I(7) unter dem Integral mit Hilfe des Lebesgue’schen Konver-
genzsatzes rechtfertigen. Damit erhalten wir

d 1 d .
E\/?’I(T) = ﬁI(T) + \/;EI(T) mit
d 7 0 2

= “TTdx

i

= —— / e T T 2dx = 77/ (I€777> zdx
R 2 Jr

2

1 a2 1
I X T Ty ony

2T R 2T

Insgesamt also %ﬁ] (1) = 0 und damit
VTI(T)=1-1(1) = V27

Nun sei H := {A € C"*" | A symmetrisch und Re(A) positiv definit} und
wenn \i, ..., A, die Eigenwerte von A sind, definieren wir

det%(A) = ﬁ VA

wobei die Wurzel mit dem Hauptzweig gezogen wird. Dann ist namlich

(det? (A))% = ﬁ A; =det(4)  und

j=1

det?: H — C, A det%(A)
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ist eine stetige Funktion. Ist ferner B € R™*"™ symmetrisch und positiv
definit, so gilt fiir alle A € H:

det? (AB) = det? (A)+/det(B).

Begrundung Wir haben (det2(AB))? = det(AB) = det(A4)det(B) =
(det?(A)) det(B) und also

det? (AB) = +det? (A)\/det(B). (*)
Nun ist die Abbildung (bei festem B)
A LWSAB),H — R
det(A)

stetig und also gilt in (*) fiir alle A € H dasselbe Vorzeichen. Fiir A =1
(Einheitsmatrix) sehen wir, dass dieses das +-Zeichen sein muss.

Satz
Fir A€ H ={A € C"*" | A symmetrisch und Re(A) positiv definit} gilt:

/e—(x,Ax)/2dx: (271T)7
n det2(A)

Beweis. Sei A = Ay+iA;, wobei Ag positiv definit ist. Dann existiert eine (ein-
deutig bestimmte) positiv definite symmetrische Matrix v/Ag mit (1/(49))? =
Ag und det(Ag) = (det(y/Ag))?. Dann schreiben wir

A=Ay +id; = @(1+z(@)_1A1 (\/AT))_I> VAo

und die hierin enthaltene Matrix A = (\/Aig)f1 Ay (\/Aio)f1 ist reell und sym-
metrisch. Also existieren eine orhtogonale Matrix O und eine Diagonalmatrix
D = diag(ds,...,d,) mit den Eigenwerten von A als Diagonalelemente, so dass
A =0T DO und weiter

A =+/A,O" (1 +iD)0O+/A,.

Dann ist nach einer der Vorbemerkungen oben:

n

det® (A) = det(y/Ag)det? (1 + D) = det(v/Ao) [] /I + id;.

j=1
Damit ist alles zurechtgelegt. Wir erhalten:

/e—(x,Ax)/de:/ e—(x,moT(1+iD)omx)/2dx

) 1 .
_ [ o~ (OVA (14iD)OVAG) 2 _ / ~(.(14+iD)y) /2
/n ¢ v det(\ﬁA ) Jan © Y
H/ (+id)) % gy — 2 H _ (em)*
det det o 1 + zd " det? (A)
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Bemerkung
Fiir den Hauptzweig der komplexen Logarithmus gilt Vrei® = \/776’% sofern
r >0 und —7 < ¢ < 7. Hieraus folgt:

Vel fiir A > 0
li{%\/s—i—i =10, fir A\ =0
€ .

V=Xe ', fir A <0

Sei nun A, = el +iA; = U(el+iD)U T mit A; reell, symmetrisch, invertierbar,
so dass alle Diagonalelemente von D = diag(ds,...,d,) von Null verschieden
sind. Dann ist

lim det? (A.) = lim e+ id;
(Ac) 5\01;[1\/ 2

eN\0

J
= ] tim /= +id; = |det(Ar)|? exp(i’: sign(A))
jzls\o 4

dabei ist sign(A;) = Z?zl sign(d;). Damit kommen wir zu dem Ergebnis:

Satz 3
Sei A € C™™ symmetrisch und invertierbar mit Re(A) positiv semidefinit.
Dann gilt fiir g (z) = exp(—(x, Azx)/2)

Im Fall A = iA; ist dies aufzufassen als

1

ga(§) = m

exp (—zg sign(A1)> exp(i(¢, AT1€)/2).

Bemerkung
Die wichtigsten Félle hierbei sind

9(z) = exp(~|z|*/2) = §(€) = exp(-€]*/2)

was unter anderem fiir die Warmeleitungsgleichung von Bedeutung ist, und zum
anderen, mit A; = —1

§(@) = exp(ilz?/2) = 5(6) = (Vi) exp(~il¢*/2),

was fiir die Schrodinger-Gleichung relevant ist. (Hierbei kann man auch ¢ {iberall
durch —i ersetzen.)

Beweis. Sei u(z) = ga(x) = exp(—{x, Az)/2). Dann erhalten wir fiir die parti-

ellen Ableitungen
ou 0
aTCj(x) = U(x)%j(—@y Az)/2)
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mit
o) 10 & 1 [ -
oz, (—(z, Ax)/2) 2 0z, k%ﬂ A, 1KLY 2 (;_1 ajir; + 321 alm%)

= - aj = —(Az);
=1

Also vektoriell geschrieben:
Veu(z) = —Azu(z) (*)

Multiplikation mit A~! ergibt A='V, u(x) = —zu(z) und anschlieRende Fourier-
Transformation fiihrt auf

ATiga(€) = —ivVea(g),
also V¢a(§) = —A7tea(e). (**)

d.h. 4 geniigt der gleichen Differentialgleichung (*) wie u, wobei allerdings A~1
anstelle von A steht. Wir setzen

v(€) = a(&) exp((€, A71€)/2)
und erhalten
Vev(§) = (Vei(€)) exp((€, A71E) /2) + (&) Ve exp((€, A1) /2)
= exp((§, A71€)/2)(- A7 ¢a(¢) + A7 ¢a(€)) = 0
—_———— ——

aus (**) aus (*)
Daraus folgt v(§) = c fiir eine absolute Konstante ¢ € C und
(&) = cexp(—(§, A)/2).

Zur Bestimmung von ¢ sei zundchst Re(A) > 0 angenommen. Dann erhalten
wir fiir € =0

)

¢ = a(0) = (2m) % / (e Ar) 200 = s

wobei sich das letzte Gleichheitszeichen aus dem Satz iiber die Gauf-Integrale
ergibt. Im Fall Re(A4) = 0, also A = 1A, setzen wir A, := el +iA; und erhalten
(mit der Stetigkeit der Fourier-Transformation und der Inversion von Matrizen):

1
g = lim g = lim —— exp(— (&, A71€) /2
94(6) = 1 9. (6) = g ——p —— exp(~ (6, 4716)2)

1

= m eXp(—@, (iAl)_ §>/2)

=i(¢,A7'¢)2

woraus sich zusammen mit der vohergehenden Grenzwertiiberlegung der Zusatz
ergibt. O
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Anwenden kénnen wir diesen Satz nun zur Losung des Cauchy-Problems fiir die
Warmeleitungs- und Schrodinger-Gleichung;:

Satz 4
Es seien A € C™*"™ symmetrisch, invertierbar und Re(A) positiv semidefinit
sowie ug € S(R™). Ferner sei

u € C([0,00[, S'(R™))

eine Losung des Cauchy-Problems u(t = 0) = ug fiir die Differentialgleichung

ou - 0%u
8t <Vx’ VI>U Z akJa(Eka{El
k=1
Dann gilt fiir t > 0:
(@06 = e —1— [ e(- (. A7) fAt)un(a — y)d
ul\zx,t) = [T U CXp(—1{Y, Y Uo(T — Y)dy.
(47t)= det? (A) Jrn
Bemerkung

Das Erfiilltsein der Differentialgleichung in der Voraussetzung ist im Sinn distri-
butioneller Ableitungen zu verstehen, d.h. wir verlangen fiir alle f € S(R? xR;)
mit supp(f) C {(z,t) € R? x Ry | t > 0}, dass

u {gﬂ = u[(V,, AV,) ]

Beweis. Vorausgesetzt sind 2% = (V,, AV,)u und u(t = 0) = ug. Die partiel-
le Fourier-Transformation beziiglich der Raumvariablen sei mit F, bezeichnet.
Daher folgt

9 — *
Wir definieren v € C([0, co[, S’(R™)) durch
v(t) = eH&AD Fou(t).

Dann ist P P
vy t(¢,A¢) 9 ¢
L) = (& AQu(t) + 19 = Fu(t) Do,

und hieraus kénnen wir folgern, dass v unabhéngig von ¢ ist (vgl. Hormander,
Theorem 3.1.4°). D.h. es existiert ein vy € §'(R™), so dass

vy = €A Fou(t) baw. Fyu(t) = e HEADy,

Fiir ¢t = 0 sehen wir, dass vg = Fpug = tg. Nun verwenden wir wieder die
Abkiirzung fiir die Gaufs-Funktionen, also

e HEAD = g2:4(8)-

Dann haben wir F,u(t) = g2tatip bzw. nach Fourier-Inversion

u(t) = Fy ' (g2eatio) = (2m) 2 (Fy 'gara) * uo.
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Dabei ist go; 4 eine gerade Funktion und also

1

det? (2tA)

———— exp(—{(x, (2tA)"'2)/2)
A)

]:gc_lg%A(x) = ]:wg2tA(x) = g(gtA)a(x)

—~
[\
~

~

3

o

@

t+

—_
[SIE] SO ) -t
—~

=

o7 ﬁ) exp(—(x, A” x)/4t)

Fassen wir die Vorfaktoren zusammen und schreiben die Faltung aus, so ergibt
sich die Behauptung. O

Bemerkung (i) Fiir die Warmeleitungsgleichung lautet die Integraldarstel-
lung

1 _lwl?
u(w,t) = Mﬂ)g/we i ug(r — y)dy,

denn hier ist A gerade die Einheitsmatrix.

(ii) Fir die Schrodinger-Gleichung iu; + Au = 0 bzw. u; —iAu = 0 haben wir
A=1i-1,also A=! = —i -1 und das Ergebnis lautet

1 )2
t) = —— Cawrs —y)dy.
U(I’, ) (47T’lt)7 /]Rn € Uo(m y) y

Das liefert auch fiir t < 0 eine Lésungsformel.

(iii) Wir haben einen Eindeutigkeitssatz bewiesen. Wenn ug € S(R™) ist, ergibt
sich fiir t # 0, dass unser Kandidat fiir eine Losung eine C°°(R” x]0, oco[)-
Funktion ist — Differentiation unter dem Integral lésst sich wegen uy €
S(R™) rechtfertigen. Eine (etwas ldngliche) Rechnung zeigt dann, dass die
Differentialgleichug auf R? x R} im klassischen Sinn erfiillt ist. (Dies gilt
auch fiir Re(A) = 0 oder lediglich semidefinites A.)

(iv) Anfangswertproblem: In beiden Fillen scheint der Vorfaktor (47t)~% fiir
den Grenzwert ¢t N\, 0 etwas Kummer zu bereiten. Fiir die WLG (allge-
meiner fiir den Fall Re(A) positiv definit) ldsst sich dieses Problem mit
einer einfachen Uberlegung 16sen: Wir stellen fest, dass es sich bei der
Funktionenschar

Gi(z) = (47t)~ % exp (—'Zf) (t >0)

um eine approximative Einheit handelt. In der Tat ist

| 2

Gio) = (va) "6y (). Grlo) =t

N|=

V2t

und wir wissen fRn G 1 (z)dz = 1. Die allgemeineren Konvergenzaussagen
flir approximative Einheiten ergeben, selbst wenn wg lediglich stetig und
beschréankt ist, dass

lim Gy * ug = ug
N0
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mit lokal gleichméfiger Konvergenz ist. Fiir die Schrédinger-Gleichung
werden wir die Frage der punktweisen Konvergenz der Losung gegen die
Daten bald sehr leicht beantworten kénnen — jedenfalls fiir hinreichend
gute Daten (ug € S(R™) ist nicht wirklich erforderlich!)

(v) Aus (iii) und (iv) ergibt sich: Fiir ug € S(R™) ist mit der Integraldarstel-
lung die Existenzfrage auch gelost.

(vi) Ist ug in einem normierten Funktionenraum X, in dem S(R™) dicht liegt
(etwa: LP(R™), 1 < p < 00) und 14kt sich der Losungsoperator

Uy : ug — Uguo, Uy (t)up = Ey x ug

mit By (x) = (4nt) "2 exp(—{(x, A~'z)/2), wie oben

det? (A)
stetig nach C([0, oo, X) fortsetzen,so betrachet man dies ebenfalls als die

Lésung des Cauchy-Problems, auch wenn Fragen wie punktweise Konver-
genz der Losung gegen die Daten noch ungeklart sind.

(vii) Dispersive oder time-decay-Abschitzungen: Aus der Integraldarstellung

u(at) = Cat ™ / exp(—{y, A~ ) /4t)uo(z — y)dy

n

folgt unmittelbar die L°°-L!-Abschitzung und aus dem Beweis die Iden-
titat
Hu('vt)HLg? ,S tig ||7.L0||L§ ]:Iu(t) — €7t<€’A£>ﬁ0,

woraus ||.7-'mu(t)HLg < ||ﬁ0||L§ und mit Plancherel folgt:
lu()llz2 < lluollz2 (Im Fall Re(A) = 0 sogar mit Gleichheit!)

In dieser Situation bietet es sich an, den Interpolationssatz von Riesz-
Thorin anzuwenden:

Satz (Riesz-Thorin)

Es seien 1 < p,po,p1,¢,90,¢1 < oo und, fir j € {0,1}, T;: LY (u) — LPi(v)
stetige lineare Abbildungen mit Operatornormen M. Auf L% (1) N L% (1) seien
Ty und T identisch und es gebe ein 6 € [0, 1], so dass

1 1-6 0 1
= +— und -=
p DPo yat q

1-6 0
_1_7
qo q1

T sei die Einschrankung von Ty (bzw. T1) auf L% (u) N L% (). Dann gilt fiir
alle f € L% () N L% (u) die Abschétzung

ITfllp < Mo~ M| fllq,
die eine eindeutige Fortsetztung von T' zu Ty: L (u) — LP(v) erlaubt.

Bemerkung

Der Beweis dieses Satzes, vgl. Harmonische Analysis, verwendet das Maximum-
Prinzip fiir holomorphe Funtionen. Verallgemeinerungen dieses Satzes werden
auch als komplexe Interpolationsmethode bezeichnet.
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1.2. Datenrdume

Den Satz von Riesz-Thorin wollen wir nun anwenden auf unseren Lésungsope-
rator

To: Ly(R™) = LE(R™),ug — ul-,t) = Uy(t)ug

Ty: LZ(R™) = L2(R™), ug — u(-,t) = Uy(t)uo,
wobei U, (t) auf eine Losung von 2% = (V,, AV,) mit u(t = 0) = uo zur Zeit
t > 0 abbildet. Mit den Operatornormen My = Cxt~% und M; = 1 ergibt fiir
pell,2[mit 1 =178 + 8 =1—Fund g €)2,00[mit § =12 +5=5=1, 50

2 p
dass 1 — 0 = - — . die Abschiitzung

1
P
1Up(uolly < O3 llugll, Sat™ 55 Jugll,
und erlaubt die Fortsetzung des Losungsoperators zu
Uy (t): LP(R™) — L¥ g — U, (t)uo,
mit dem time-decay-estimate:

,ﬁ(%,

1
10 ()0l g7 gy Sa €27 o] 1 gy

1.2.2 Sobolev-Riaume und Besov-Riaume

Bezeichnung

Operatoren der Form M: §'(R") D X — S'(R"), f+— Mf = F 'm(&)Ff mit
einer mindestens messbaren Funktion m bezeichnen wir als Fourier-Multiplikatoren.
Den Raum aller L? stetigen Multiplikatoren bezeichnen wir mit M,,.

Definition

Sei s € R, der Fourier-Multiplikator J°: S'(R") — S'(R"), f — J°f =
FHE)s Ff heift Bessel-Potential-Operator der Ordnung —s. Fiir f € S'(R™)
mit 0 ¢ supp(f) erklirt man ferner Z°f = F~1¢[*Ff den Riesz-Potential-
Operator der Ordnung —s.

Bemerkung

Die Abbildung £ — (£)° ist C*° und von moderatem Wachstum. Also ist
T*|s@ny : S(R™) = S(R™) und stetig und linear. Also ist 7*: S'(R") — S'(R")
als Transponierte wieder stetig und linear. Ferner J%o J~° = idgs/(gn), d.h. J*
ist ein Isomorphismus.

Definition

Der normierte Vektorraum Hy = Hj(R") = {f € S'(R") | || f|lsp < oo} mit
1flls.p = [|T*f]lp, heift der Bessel-Potential-Raum zu den Indices s € R, p €
[1,00]. Implizit als Voraussetzung bei der Norm ist hier noch zu bemerken,
dass J°f eine messbare Funktion sein muss, sodass der Ausdruck ||J° f]|, Sinn
ergibt. Speziell fiir p = 2 werden haufig H® = H5 schreiben.

Bemerkung (i) J°: H; — LP ist ein isometrischer Isomorphismus, manch-
mal schreibt man dafiir H, = J~°LP. Also ist H, ein Banach-Raum. Fiir
1 <p < oo ist Hy aukerdem separabel und S(R") ist dicht in H,.
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(ii) Sei 1 < p < oo und #: Hp; — C ein stetiges lineares Funktional, dann ist
g = o J~* ein stetiges lineares Funktional auf LP.

A =

po

Nach dem Satz iiber die Dualrdume von LP existiert ein gg € LP" mit

lgollr = [lvboll, so dass o[f] = [z f(x)go(x)dz fir alle f € LP. Wir
setzen g == J°go € H,,°. Fiir h € Hp:

[ balgis = [ h©a@a = [ )G

R

= | Th&nE)dE = | T h(z)go(@)de = ol T*h] = ¥[h]

Rn R™

Zu ¢ € (Hy) existiert also ein g € H,,%, so dass ¢[f] = [p, f(z)g(x)dz
und dass [[9] = {|g[l-sp-

(iii) Normabschétzungen in den H, fallen schwer, wenn das s € R negativ ist.
Meist hilft hier nur ein Zugang tiber die Identitéat:

[fllsp = sup f(@)g(x)de
ger—,s Rn
Hg”—s,p’gl

Satz (Multiplikator Satz von Mikhlin (1956))
Sei m € CK(R™) N L*>°(R™) fiir ein k € N mit k > %, so dass fiir alle |o| < k gilt

sup [£*VEm(£)] < oc. )
£ER™
Dann ist fir jedes p €]1,00[ der Multiplikator M: LP(R") — LP(R"™), f —
Mf = F tm(&)Ff stetig.
Ein Beweis dieses Satzes ist zu finden in [6], Theorem 6.2.7.

Bemerkung
Der Fall p = 2 hat einige Besonderheiten, unter anderem:

(i) Der H* ist ein Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt

(fo)s= | T°f(@)T°g(x)dx

Rn

(ii) Wenn wir auf dieses Skalarprodukt Plancherel anwenden und f = g setzen,
so erhalten wir

JRCRIGRE
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(a) Da s = (£)2* eine monoton wachsende Funktion ist, gewinnen wir
die Abschétzung || f|ls.2 < ||f||s+e,2 fiir jedes € > 0. Damit bekommen
wir, dass H*t¢ C H*® mit einer stetigen Einbettung. Diese Aussage
gilt auch fiir p €]1,00[, was man nach Uberpriifung der Mikhlin-
Bedingung (*) fir m(§) = (£)¢ einsieht. Insbesondere folgt, wenn
s >0, dass H® C L2

(b) Ist s = k € Ny, so gilt (£)%° = (14 |¢2)F = Z?:o (];)|£|2] Da nun
€[ = (X1 €2)7 und aukerdem &2|f(€)[ = 1, f(§)[?. Insofern ist

auf H? eine dquivalente Norm gegeben durch

Ifllwez = > IV £llze.

jal<k

Bereits in den 1930er Jahren hat der russische Mathematiker Sergei
L. Sobolev Normen der Form

I fllwer ) = Z IV flle (o) (1 <p< oo, QCR" offen)

|| <K

mit sogennanten schwachen Ableitungen V< (definiert durch die Re-
gel der partiellen Integration) engefiihrt und verwendet. Nach ihm
sind die Réume W*P?(Q) Sobolev-Riume benannt. Auch die Bessel-
Potential-Réume (insbesondere fiir p = 2) werden héufig als Sobolev-
Réaume (oder: verallgemeinerte Sobolev-Riume) bezeichnet. Eben-
falls fiir p €]1, oo[ ist durch die Sobolev-Norm eine der Bessel-Potential-
Norm #quivalente Norm gegeben. Das sieht man ein nach Uberprii-
fung der Mikhlin-Bedingung (*) fiir m und %, wobei

1
2

mE =" 1+ > ¢

o] <k

Dann betrachtet man noch, dass die Klasse M, (R"™) der stetigen Mul-
tiplikatoren auf LP(R™) eine Unteralgebra von L(LP(R™)) ist.

Wir formulieren den Einbettungssatz von Sobolev zunéchst nur fiir p = 2.

Satz (Einbettungssatz von Sobolev fiir H?)
Sei f € H*(R™) mit s > 4. Dann ist H* C Co(R™) mit einer stetigen Einbet-
tung.

Beweis. Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung ergibt:

F(€)ld¢ = @”@WﬂﬂMS@(/@Nﬂm%QZ=%VM&

R Rn

Also folgt mit dem Riemann-Lebesgue’schen Lemma fiir f € LY(R™), dass f €

Co(R™) mit Co(R™) = {f € C(R") | limy_,00 f(x) = 0}. Esist f = fo R.7 Also
ist f € Co(R™). Das heifst, wir haben H*(R™) C Cp(R™) mit einer stetigen
Einbettung fiir s > 5. O

7Gegebenenfalls mit Modifikation auf einer A-Nullmenge.
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Bemerkung

Anwenden konnen wir diesen Satz um gleichméfige Konvergenz der Losung
gegen die Daten im Fall der Schrodinger-Gleichung zu bekommen. Sei u(t) =
e*Auyq die Losung des Cauchy-Problems der Schrodinger-Gleichung iuy+Au = 0
mit u(t = 0) = wg, ug € H*®. Allgemeiner gilt fiir u(t) = Uy (t)ug, u(t) =
Uy(thug = - - = FLet?(8) Fuy fiir ¢ reell:

(i) Ist up € H?, so gilt limy o || Uy, (£)uo — uols,2 = 0.

n

(ii) Ist dariiber hinaus s > %,

méfiger Konvergenz.

so gilt limy 0 Uy (t)uo(x) = uo(x) mit gleich-

Begriindung dafiir ist

000~ wollZ, = [ (€)% ) ~ 1P fGaOlde.
R™ —
<4
Der Integrand geht fiir ¢t — 0 gegen 0. Damit liefert der Lebesgue’sche Konver-
genzsatz die erste Behauptung. Die zweite folgt aus

Einbettungssatz {0
Uy ()10 — tiolloo S 1Uq (t)uo — uolls,2 —= 0.

~S

Offene Frage (zur Zeit): Wann gilt punktweise Konvergenz? Fiir die Schrodinger-
Gleichung in einer Dimension ist bekannt, dass dies noch fiir Daten in H 1
moglich ist, was optimal auf der H*-Skala ist. Fiir héhere Dimensionen ist die
Frage noch nicht geklart. Momentan ist bekannt, dass punktweise Konvergenz
fiir Daten in H? erreicht werden kann (fiir alle n > 2), was aber suboptimal ist,
denn bspw. fiir n = 2 wurde bereits s > % erreicht.

Satz (Sobolev’scher Einbettungssatz)
Es seien s > 0, 1 < p < g < co. Dann gelten

(i) H(R") C Co(R") fiir s — 2 >0,

(i) Hy(R") C LI(R") fiir s — 2 > —2.

Beweis. Als allgemeine Argumente fithren wir an: 0.B.d.A. sei s < n. Die zu
zeigenden Ungleichungen sind

g Ssonpg 1T fllp Vf e Hg(R") (zunéichst ¢ = oo erlaubt)
1T 5 fllg Ssinpa I fllp vf e LP(R™)

wobei der Bessel-Potential-Operator wegen des Faltungssatzes geschriebene wer-
den kann als J~*f = F L (&) Ff) = (2m) "2 G, * f mit Gy = F~HE) 5. Wir
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starten mit einer einfachen Substitution » = At fiir ein A > 0

— A3 t%e—At% withle A = (1+ |¢]?) = A% = (€)°.

Es folgt eine punktweise Abschétzung:

(i) Fir |z| > 2: |z| = %\/ﬂ < % + t, andererseits auch: 1 +¢ < 24 g,
Daraus folgt % +t> I%‘ + £(t+ 1) und damit

/00 son 12 dt /°° s—n _t+ _a1dt _lel el
172 e te” 1t — < 172 e 2¢ 2t—e 2 /Se 2
0 0 t

7 =
(i) Fiir 0 < |z] < 2: G4(2) = ¢ (GL(z) + G2(z)) mit

4 2 o8] 2
s—n =12 dt s=n 1212 dt
Gl(x) :/ tz e team —  G%(x) :/ t=z e e —<ec.
0 4

Mit der Substitution r = # erhalten wir

4\1\2 s—mn 2 1 dr
Gl(z) = \x|s_"/ riz el em A —
O T
<1
<-1
—
s—n

o -1 )
< ‘x|sfn/ r 2 e ardr Ss,n |x|57n'
0

Zusammengefasst Gi(2) Sun e~ F x(a.00((2)+ o0 21(Je]) S Jalo—me 5

Weiter ist G, € L™(R™) fiir s > %, denn:

r’

I1GslI7 5/ 2] e < oo
R

1 ) )

& / pCTreTTEplp < co & (s —n)r+n >0 s > Z.
0

Jetzt sehen wir (i) ein wegen:

[ flloo = [1Gs * T*flloo = sup [Gs x T f(z)| < (|Gsllyr 1T fllp
zER™ T/—;"
<oo fir s >

und es gilt G5 J°f = f € Cp(R™). Damit folgt (i).
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Zum einfachen Teil von (ii): Es gelte s > T — 7. Setze % - % = Tl,, sodass
G € L". Andererseits gilt aber auch % = ? — —,, das heifdt i/ = , + T,, sodass
Young
S S
[fllg =1Gs «T°fllg < NGsll- 1T flp -
<c€s,p,q =[flls,p
O
Der Fall s — 2 = —2 erweist sich als deutlich schwerer, hierfiir sind weitere

Argumente notwendig, wie zum Beispiel

Satz (Hardy-Littlewood-Sobolev, (HLS)-Un leichung)

Sei 0 < A < n, r,p €]l,00], sodass % - l = )‘ . Dann gilt

172 * gllp Srpox llglr-

Beispiel
Fiir welche s € R, p €]1, 00[ist 0z, € H,(R") mit zg € R™ fest? Da d,, ¢ LP(R")
ist, kommen nur negative s in Frage. Es gilt aufserdem

!
10z lls.0 = [T 0z llp = 1G—s * duollp = [T G—sllp = 1G—s]lp < 00

Dies ist genau dann der Fall, wenn —s > ﬁ wie wir oben gesehen haben, also
haben wir &, € Hy(R") fiir s < —7.

Bemerkung
Anhand unserer Uberlegungen zum Beweis des Sobolev’schen Einbettungssatzes
sehen wir auch leicht die Translationsinvarianz von || - ||s,, ein: Betrachten wir,

das Faltungen und Translationen vertauschen, erhalten wir zunéchst fiir s < 0:

s s<0
720 flls.p = 1T Tao £l p = 1G—s * Tuo fllp = |70 (Gs * F)llp = [ flls.p-

Mit einem Dualitétsargument bekommt man das selbe auch fiir s > 0.

Littlewood-Paley-Charakterisierung von H, fiir p €]1, 00|

Betrachte H* = H3 mit Skalarprodukt (f,g)s = [5.(£)** F(©)g(€)de. Zerlegung
von R" in | |7 Ax+ N mit einer Nullmenge N und messbaren sowie beschrank-
ten Mengen Ay, liefert ein Orthogonalsystem ey = F x4, in H®, denn:

(erveshe = [ (€ xanOx @ =51y [ (0

n

Nach Normierung ist dies ein Orthonormalsystem, in aller Regel aber kein voll-
standiges System. Wir wihlen Ag = B1(0), Ay = Box(0) \ Bar-1(0), k > 1. Die
H?-Norm erhélt damit folgenden dquivalenten Ausdruck:

Hfllsz—/<>28|f )2de = Z/ ©PIF© P ~ 222’“ £)[2d.

~22ks
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Eine Kurzschreibweise fiir dyadische Zahlen sei im Folgenden K = 2F ¢ 2No,
Vorteil: Die Gewichte (£)?* werden auf den Annuli A4; auf die GroRenordnung
K?s eingefroren, und diese Zahlen sind oft einfacher zu hindeln als die varia-
blen Ausfriicke (¢)2%. Die Zerlegung wird dyadisch gewiihlt, so dass die Folge der
Gewichte (K?%)gcon, eine geometrische wird, die man kontrollieren kann. (Nor-
mabschitzungen laufen oft darauf hinaus, geometrische Reihen auszurechnen
oder abzuschétzen.) Die dabei verwendeten Abbildungen

Pap: H* = H®, > Papf=F "xa,Ff. Pof =F 'xp,0FFf
sind in unserer Situation® orthogonale Projektionen im engeren Sinn, das heift

P%, = Par  (Projektionseigenschaft) sowie
Im(Pay) L Im(Pa;), wenn [ # k. (Orthogonalitétseigenschaft)

Wir kénnen die Projektoren Paj, auch auffassen als Faltungen mit ¢, = (27) "2 F ~yxa,,
sodass Parf = ¢y * f. Damit

1 1
e} 2 e} 2
s Fubini s
[ f Iz ~ <Z2k PAkf|2> = (ZQQ’“ PAkf|§> :

k=0 2 k=0

Das Ziel der Littlewood-Paley-Theorie ist es eine entsprechende Darstellung fiir
p # 2 zu finden und damit einfacher Ergebnisse von dem Hilbert-Raum-Fall
p = 2 verallgemeinern zu konnen. Problem ist: wir haben bereits erfahren, dass
der Fourier-Multiplikator }"‘1)(31(0)]: auf LP(R™) mit p # 2 und n > 2 nicht
stetig ist (siehe [1]). Daher muss man von der Verwendung scharfer charak-
teristischer Funktionen Abstand nehmen und stattdessen sog. smooth cut-off-
functions verwenden. Dabei geht zwangslaufig die Orthogonalitdt im strengen
Sinne verloren. Man wahlt

(i) €0 €]0, 7 und

(ii) eine rotationssymmetrische Schwartz-Funktion 1 mit

Allgemein ist ¢y, (€) = ¥ (275¢), das heift ¢y (x) = 2"y (2%2) fir k € Z, so
dass fiir alle £ € R™ \ {0} gilt >, U(€) = 1. Mit dieser Wahl sind v, keine
Projektoren, als Ersatz haben wir die Eigenschaften

T/AJk = IZJk <7/A}k—1 + 1/;1@ + zZAJkH) sowie

Yriy =0 falls |l — k| > 2 (almost orthogonality).

8bei Verwendung scharfer charakteristischer Funktionen
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Wir definieren ferner die radiale Abbildung ¢ == 1 — Sore g U € C°(R™) mit

supp(¢) C B1(0). Es ist ¢ = qi € S(R™). Damit definieren wir die Littlewood-
Paley-Projektoren

Parf = F Y Ff = (2n) 34y * f, kelZ, feS'RY
Pof =F L9Ff=2n) F¢xf, fes R
k
Puf =Y Pajf+DRof, k€N, f€S'(R").
j=1

Es gelten die folgenden Eigenschaften:

(i) Ist f € S'(R™) und P einer der Operatoren aus { Py, Pay | k € Z}, so ist
Pf € C*°(R") und Pf sowie alle Ableitungen V*Pf o € Nj sind von
moderatem Wachstum. Fiir einen Beweis verweisen wir auf [6], Theorem
2.3.20.

(11) Es gilt die “Projektionseigenschaft” Pay = Pagk (PA(szl) +PAk+PA(k+1))~
(iii) Fir f € §'(R™) gilt mit Konvergenz in S’(R™):

(a) f =2 yez Parf, falls 0 & supp(f),
(b) f=Pof+ Y 1o, Parf, beziehungsweise als Operatoridentitét

P+ Par=id.
k=1

Definition (Littlewood-Paley-Square function)
Fir f € S'(R™) heifst

S(f) = <Z|PAkf2>

keZ

die Littlewood-Paley-Square function. Ferner definieren wir

5() = <|P0f|2 +Z|PMf|2> .

k=1

Satz (Littlewood-Paley, Version I) )
Sei 1 < p < oo. Dann sind auf LP(R™) durch ||Sf]|, und ||Sf|, dquivalente
Normen gegeben.

Bemerkung (i) Die Aussage des Satzes gilt nicht fiir p =1 und p = co.

(ii) Verschiedene Funktionen v und 1/; in der Konstruktion von S beziehungs-
weise S fiihren zu dquivalenten Normen, setze dazu ¥, = ¥r—1+Vk+Vk41-

Satz (Littlewood-Paley, Version II)
Sei 1 < p<oound T € §(R™). Dann gilt:
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(i) Ist S(T) € LP(R™), dann existiert ein f € LP(R"), sodass T = Ty und es
gibt eine Konstante ¢, 5, sodass

1 - .
ISl < llfllp < enpllST)p-

n,p

(ii) Ist S(T') € LP(R™), so existiert ein eindeutig bestimmtes f € LP(R™) und
ein ebenfalls eindeutig bestimmtes Polynom P, sodass 1" = T4 p. Weiter
existiert eine Konstante ¢, , unabhéngig von T, sodass

1
?HS(T)HP < fllp < cnpllSD)lp-

n,p

Fiir Beweise dieser beiden Sétze verweisen wir auf [6], Theorem 6.1.2.
Wir definieren uns die Norm

Al = 1P fllp + <Z 22kS|PAkf|2>
k=1

2

p

Satz 1
Sei s € R und 1 < p < co. Dann

(i) existiert ein ¢ = ¢, p s, sodass fiir alle f € H,(R") gilt
WAl < el flls.p-

(ii) existiert ein d = dy, p,s, sodass gilt: Ist f € S'(R") derart, dass || f]l,, <
o0, so ist f € Hy(R™) und es ist

1A lls.0 < @llF1ls -

Der (immerhin dreiseitige) Beweis dieses Satzes ist zu finden in [7], Theorem
1.3.6.

Die Littlewood-Payley-Zerlegung wird ferner dazu verwendet, um eine weite-
re, verwandte Skala von Funktionenrdumen zu definieren, die noch iiber einen
zuséitzlichen (Fein-)Index ¢ verfiigen:

Definition (Besov-Raum B; )
Fir s €¢ Rund 1 < p, ¢ < oo heift

B; (") = {f € S'®R") | |13, < o}
mit 1
15, = oIl + (Z 2ksq||PAkf||z> *)
k=1

und der iiblichen Modifikation bei ¢ = oo der Besov-Raum zu den Indices s, p
und q.
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1.2. Datenrdume

Grundlegende Eigenschaften der Besov-Réume B; , = B,  (R")

(i) Jg°: B, — Bg)q ist ein Isomorphismus, allerdings keine Isometrie.

(i) By, wird aufgefasst als abgeschlossener linerarer Teilraum des Raumes
17(Ng, LP(R™)) der g-summierbaren Folgen mit Werten in LP(R™). Dieser
ist nach (i) damit vollstiandig.

(iii) Fiir p,q < oo ist B, , separabel und S(R™) ist ein dichter linearer Teil-
raum.

(iv) Dualitét: Seien p,q < co und 1) ein stetiges lineares Funktional auf B} .-
S

Dann existiert ein g € BZ; p

, mit ||¢]] = ||g||BP_/_=:q/7 sodass fiir alle h € By ,
gilt:

Ylhl = [ T°h(z)T *g(x)dz.

R

. . . N
In diesem Sinne ist (Bj ) = B, -
Beweis. Zu (i) konnen wir sagen: Wegen (*) reicht der Nachweis von

IT*Poflly ~ 1Pofllp 1T Parfllp ~ 25| Parfllp

wobei ~ ein dquivalentes System von Littlewood-Payley-Projektoren (ggf. mit
groflerem Trager, etwa Ppj = Pa(k—1) + Pak + Pa(i41)) anzeigt, und mit impli-
ziten Konstanten unabhéngig von k. Zu beachten ist hierbei J°Pap = ParpJ?®
(beides sind Fourier-Multiplikatoren). Hierbei reicht der Nachweis einer Unglei-
chung, sofern die Konstante unabhingig von s € [—R, R] ist. Es gilt

) ) Young ) ~
1T Parfllp = (T ¢k) = fllp < | T 0kl [ Parsllp
!
§0R2ks

mit P = Pk (Pr—1 + Pk + Prr1) = Yede. Bs gilt aukerdem | T ¢kl < crll Tk,
da 1+ [€F S [EP. T2, = 25T9(28.) = 289280 (o) (28.), und damit €] =
CRQkS ||ISQ/}k||1.
—_———
<2
Zu (iv) gilt etwa: Fiir einen Banachraum A und 1 < ¢ < oo ist (19(A))" =
19 (A). O

Die Besov-Raume spielen (in dieser Vorlesung jedenfalls) als Datenrdume nur
in Grenzfallen kritischer Regularitét eine Rolle, wihrend man bei Rechnungen
von den Normen des 6fteren Gebraucht macht.

Satz (Einbettungssatz fiir Besov-Raume)
EsseienseR, e >0, 1<p<g<oo,1<rry,re <oo,r; <7r9. Dann gelten:

() Byte< By, S By, €B;5,, CB5 C...etc
(i) B, < Hy C B;,

Insbesondere H*® = H3 = B3 ,.

falls p > 2 und B;,p - H; - B;;’Q, falls p < 2.

(ili) By, € Co, falls s > 2.
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1.2. Datenrdume

(iv) Bs, C B, fiir s — T>2-2,p<q

Bemerkung (i) Der Satz zeigt zum einen die Monotonie der Besov-Skala (bei
festem s und p) im zweiten Holder-Exponenten, der hier mit r bezeichnet
ist. Zum anderen sehen wir, dass Verdanderungen in r durch eine beliebig
kleine (positive) Ableitung kontrolliert werden kénnen. Insofern handelt
es sich bei 7 um einen Fein-Index.

(ii) Aukerdem wird der Zusammenhang zwischen Besov- und Bessel-Potential-
Réumen hergestellt. Durch Verdnderung im Fein-Index kann man Besov-
Normen durch Sobolev-Normen kontrollieren und umgekehrt, ohne in Re-
gularitdt (s) oder Integrabilitidt (p) nachgeben zu miissen.

(iii) Die Teile (iii) und (iv) des Satzes konnen als Variante des Sobolev’schen
Einbettungssatzes aufgefasst werden. Insbesondere werden wir (iii) wegen
der strikten Ungleichung fiir s als einfache Folgerung aus (i), (ii) und dem
Einbettungssatz erhalten.

Um den Einbettungssatz zu zeigen, bendtigen wir die zwei folgenden Lemmata.

Lemma 1
Ist a = (an)ner fiir eine abzéhlbare Indexmenge I und [|all, = (3,.c; lan|?)”,
so gilt fiir p < ¢: [lallq < [lall,.

D=

Beweis. Klar fiir a = 0. O.E. sei |a|, = 1. Dann ist |a,| < 1Vn € I = |a]|l =
Znel‘anlq S Znel‘anlp S L. U

Definition
Seien (X, A, ) und (Y,C,v) o-endliche Mafrdume. Fiir eine A x C-messbare
Funktion f definieren wir die gemischte LP-Norm durch

1 lezes) = ( /. ( /| |f<x,y>|qdu(y>) ' du(ff)>; |
Lemma 2

Ist ¢ < p, so gilt
I fllze ey < I Fllee(es)-
Unter der Voraussetzung ¢ > p gilt offenbar die umgekehrte Ungleichung.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall ¢ = 1.

Minkowski
ez = H /Y eyl /Y V)l z ) = [ Fls o).

1
)q
Ly

, = Iz )

Ly

Im allgemeinen Fall haben wir

Iz ez = H ( /Y |f<-,y>|qdy<y>)‘l’

=7l g, S A (:5)~ [scmig,

Lr B (H/y“f("y”qu(y)

1
q

Li(y

L (L}

O
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1.2. Datenrdume

Schreibe 2" = N, Q¢ = Py, Qi = Paj, mit dyadischen Indices N € 2N. Dann

gilt:
W, = (32 lawity)

Ne2N

Beweis des Finbettungssatzes. (i) Aufgrund von Lemma 1 ist nur noch die
erste Inklusion zu zeigen:

B, = >, NIQnflo= D N°° (N*IQnSlp) Se e
| S —

Ne2No
<sup [ =Nl gse
NeNg P,00

I1f]

Ne2No

da die verbleibende (geometrische) Reihe konvergiert.

(ii) Fir 1 <p <2 gilt

N

1
2

2 9 Lemma 2 9 9
Iflss, = | Y. N*|QnfI} < > N*[Qn/] = 1Al
Ne2No Ne2No
P
1 5
Lemma 1 P
< (Z NPS|QNf|P> = > N"lenfIE | =1flls;,-
Ne&2No » Ne2No

Im Fall 2 < p < oo hat man bei den Ungleichungen gerade den umgekehr-
ten Fall. Damit ist (ii) gezeigt.
Es sei s > %. Wahle € > 0, sodass s — e > %. Es folgt

(iii)
S (z) S—¢€ (7/1) S—€ S—¢€
By, C By C By SCH ™ CCy

fiir ¢ = min(p, 2).

S

(iv) Wir haben
S s o S

1fllso, =
Ne2No
wobei R R
[On * N * fllg < [Unllollon =« flip
1 1 ..
o+ damit ist

mit ||y ]le = N*[H(N) o = N*(77) ]|, und L

1
-

> NTQN Sl

~ n(l_1
1o xdnxflle S N*GDQu flly = 1fllso, S
Ne2No
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Homogene Sobolev- und Besov-Ridume

Héufig méchte man sich bei der Untersuchung von partiellen Differentialglei-
chungen die Invarianz von Losungen unter sogennanten Skalentransformationen

u = uy, ux(z,t) = Au(\z, \°t), a,  Parameter, A €]0, 00|

zu nutze machen. Die bisher dargestellten Normen fiir Sobolev- und Besov-
R&ume sind allerdings (wegen der Herausnahme jedwelcher Singularitidten um
die kleinen Frequenzen) nicht gut vertrdglich mit Skalentransformationen, wes-
halb man sich manchmal auch den homogenen Varianten dieser Rdume bedient.

Beispiel

Es sei u eine Lésung der semi-linearen Schdinger-Gleichung iu; +Au = |uP~tu
mit uy(z,t) = )\%u()\:c, A2t) dann 16st u), ebenfalls die semi-lineare Schdinger-
Gleichung. Die Wahl von g bestimmt ausschlieflich der lineare Teil der Glei-
chung. Wir gehen mit dem Ansatz uy(z,t) = A%u(Ax, A?t) in NLS ein:

(10 + A)ux(z,t) = A*T2(i0, + A)urz, \*t)

= A2 (Jul ) A, A2E) = AOT2OP ([ [Py ) (o, 1)
Lost NLS genau dann, wenn o = ]ﬁ.

Die uns bisher bekannten Normen || - [[sp, |||l , und || - |55, sind nicht ideal
an solche Transformationen angepasst. Das Problem liegt bei den kleinen Fre-
quenzen |¢| < 1. Hier erweist es sich als vorteilhaft, die folgenden Halbnormen
zu definieren:

Definition

1z = 11Z° £l I = FUYEPF = Dy

%
1511y = (Z <N5PANf|>2>
Ne2Z
P
£l =1{ D N*UPanflg] fiir ¢ = oo: sup N*||Panflp
Pq Neot Ne2Z

Lemma 3

sowie \ € 27 gilt

Fiir die Halbnormen ||-|| 7. und || - || 5.
p p,q

A =ATFIF fir fa(@) = FOw).
Fiir || - || z. auch ohne den Zusatz \ € 2.

Beweis. Wir erinnern uns zunéchst daran, dass ¥y (z) = N (Nz) woran wir
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1.2. Datenrdume

sehen, dass A"y (5) = (%)n ¥ (5z) = w%(z) Und jetzt rechnen wir los

(PanS)(@) = o = fa(w) = [ ol =) Oy

)\ _
2 [ g (Y

- )W)y

= | ¢YxQz—y)fy)dy =Py * f(Ar)

R

Einsetzen in |||-||| 5. gibt dann
P

|~

Il = | [ n(Zmew) da

Ne2z

_ /R ( 3 (Ns|(p”f)(xx)|)2> Cdo

Ne2Z

S

=

P
2

= /Rn<z()‘M)2$(PAMf)(Ax)|2> U

Me2Z

Pl

s verlduft der Beweis analog. O
p,q

Nun stellt sich uns allerdings das Problem, dass unsere neuen homogenen Va-
rianten leider nur Halbnormen sind. Aber fiir diese Unannehmlichkeit gibt es
zum Gliick ein Standardverfahren, dass uns Abhilfe schafft. Um aus einer Halb-
norm | - ||y auf einem Vektorraum V eine Norm zu produzieren setze man
N ={f eV ||fllv=0} und bilde den Quotienten V/N. Auf V/N ist || - ||v
dann eine Norm (man identifiziert die Norm einer Aquivalenzklasse mit der ei-
nes Vertreters). Man merke die Ahnlichkeit zu der Bildung der LP-Riume aus
den “geschwungenen” L£P-Réumen.

Das selbe Prinzip kénnen wir auch hier anwenden: Dafiir iiberlegen wir zuerst,
dass || f|| = 0 genau dann gilt, wenn f ein Polynom auf R™ ist, hierbei bezeichnet
|7l eine unserer homogenen Halbnormen. Wir setzen nun

2l =8'R")/P=A{[fl| feSR"),g€[f]: ©g—feP}
wobei P den Raum der Polynome auf R™ bezeichnet.

Definition
Die folgenden Réume heiffen die homogenen Sobolev-/Besov-Riume zu den In-
dizes s € R, p €]1,00[ und ¢ € [1, 0]

H; — {er/|Hf||H; <OO}

B, = {1 ez Ifls, <oo}.

Hzf wird auch als Riesz-Potential-Raum bezeichnet.
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1.2. Datenrdume

Alternativ kann man auch
2= {feS®")|0¢suwp(f)}
= {f e S(R™) | V?f(O) =0 fir alle a € Ng}
z{fES(R"H x® f(x)dx = 0 fiir alleaeNg}
Rn

definieren. Und tatséchlich kann dann gezeigt werden, dass Z’ der topologische
Dualraum von Z ist. Fiir 1 < p,q < oo ist Z (genauer: Z +P) dicht in H,) bzw.
B;,q. Insofern kann man auch H; = Z beziiglich || - HH;? und B;q = Z beziiglich
I|-lzs in S’'(R™) definieren.

Bemerkung
Nun gelten entsprechend

(i) Z°: H; — LP bzw. I°: B;)q — ng ist ein Isomorphismus.
(i) (H3) = H® baw. (BS,) = By, fir 1 < p,q < oo.
(iii) folgende Einbettungen
(a) Bei s € Rund p € [1, 0]

. .
By . € B, sofern 1 < g1 < qu < 0

B;,p* - H; - B;p* wobei 1 < p < oo und p, = min(2, p),
p* = max(2, p). Insbesondere gilt also H* = B§2

(b) Entsprechend zum Sobolev’schen Einbettungssatz

. n n
Hy C L1 soferns — —=——, 1 <p<g< oo
p q
s - n n
By .S B, ., soferns—p—lz—p:,1§p1<p2§00,1SQS00

Aber Vorsicht: die homogenen Réume sind nicht ldger monoton in s. Ins-

besondere gelten die Einbettungen in (b) tatséchlich nur bei Gleichheit
der Sobolev-Zahlen.

Interpolation zwischen Sobolev- und Besov-Riumen

In Verallgemeinerung des Satzes von Riesz-Thorin gilt der folgende Interpolati-
onssatz:

Satz

Es seien T;: Hsi — H/i stetige lineare Abbildungen mit ||T;|| = M; fiir i €
{0,1}, wobei s;,t; € R, 1 < p;,r; < oo. Auf Hp0 N Hpt gelte To = Ty = T und
fiir ein 6 €]0, 1] mogen

s=(1—0)so+ 0s1, t=(1—-0)to+ 6t
1 1-6 4 1 1-6 0
i + —, i _
p Po b1 r To 8!

59



1.2. Datenrdume

bestehen. Dann erlaubt T eine eindeutig bestimmte stetige Fortsetzung T:H b
H! mit Operatornorm ||| < Mg~ MY,

Hierbei kénnen die Sobolev-Riéume durch die Besov-Raume ersetzt werden,
wenn zusétzlich die Bedingungen sg # s1, to # t; und % = 17_09 + q% So-
wie % = 15;00 + L% erfiillt sind. Dabei kénnen, aber nur in der Besov-Variante,
Di, T4, i € [1,00] zugelassen werden.

Die Aussage gilt ebenfalls, wenn die Sobolev-/Besov-Raume iiberall durch ihre
jeweiligen homogenen Varianten ersetzt werden. Fiir einen Beweis dieser Aus-

sagen verweisen wir auf Berg-Lofstrom, Kapitel 6.4 bzw. Tribel, Kapitel 2.4.

Folgende Verallgemeinerung auf Multilineare Abbildungen (die wir etwas kiirzer
formulieren) ist insbesondere fiir das Studium nichlinearer Gleichungen inter-
essant:

Satz
Gilt fiir eine k-lineare Abbildung M, dass

k
1M (i) [, < M T Nl

j=1

Si;joPij
wobei i € {0,1}, so folgt, dass

k
—0 3 r0
1M () e < My~ MY TT Nsllso s 0,

j=1
wenn fiir alle j € {1,...,k} gilt
897j = (1 — Q)SOJ + 981’]', t= (]. — G)to + 9t1
1 _ 1-46 0 1 _ 1-46 0
Po,j Po,; P15 r To T

Wie man bemerkt, findet bei keinem dieser Interpolationssétze ein Skalenwechsel
statt (beispielsweise von Sobolev-Raumen zu Besov-Raumen). Solche Ergebnis-
se kann man allerdings manchmal mit der reellen Interpolationsmethode (also
Verallgemeinerungen des Satzes von Marcinkiewicz) erreichen, wie etwa:

Satz
Es seien T;: Hy" — H!i stetige lineare Abbildungen mit Abschiitzungen fiir die
Operatornorm ||T;|| < M;. Dann folgt fiir beliebiges ¢ € [1, o0] und feste p, r

—6
ITfllp:, < My~ MY\ 55,

Periodische Distributionen

Definition

Eine Distribution f € S’(R™), heift 2m-periodisch (in jede Koordinatenrich-
tung), falls fiir alle k& € Z" gilt 7o f = f. Der lineare Teilraum aller 27-
periodischen Distributionen in &'(R™) wird mit S, (R™) bezeichnet.
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Bemerkung
Fiir alle ¢ € S(R™) gilt
Tork [[¥] = flr—2nkt] = (- + 27k)]

Satz
f € 8’'(R™) gehort genau dann zu S, (R™), wenn eine Folge (ay)kezn von poly-
nomialem Wachstum existiert, so sodass

f= Z ape'tF) (Konvergenz in S'(R™))
kezn
Das ist wiederum genau dann der Fall, wenn
f=(@2n)3 Z axdk (Konvergenz in S'(R™))
kezn

Beweis. Zuerst zeigen wir den Zusatz:

f= Z ape’* (Konvergenz in S'(R™))
kezn
=> ak/ Frp(z)de = (2m)7 Y ap(k) Ve € S(R™)
kezn kezn
efel == @0 Y aypk) =20 Y adly] Ve SR
kezn kezn
ef=(2m)¢ Z ardk (Konvergenz in S'(R"))
kezr

Nun ist jede Translation 7,,: §'(R") — S'(R™) stetig. Daher gilt fir f =
Y kezn ape’®) und jedes | € Z", dass

Tomtf = Y arTame' ™) = .
kezn —eilk,)
Also liegt ein solches f in S (R™). Umgekehrt sei f € S, (R™). Dann gilt fiir die
Fourier-Transformierte f und jedes 1 € S(R™):
F] = F19] = 7ot f 1) = flr—2nd]
= (e BIp)N) = flePmiy] = 20 fly)

dh. f = ek f baw, f[(1 — e2mik0)y] = 0 fiir alle ¥ € S(R™). Nun sein

X eine glatte charakteristische Funktion des Wiirfels Q = [—%, %}", so dass

1= ZkeZ“ XQ—k- Dann reicht es zu zeigen, dass XQf = ¢odp. Dazu sei zuerst
1 € S(R™) mit ¢(0) = 0. Dann ist

1
() :MM—wm:A<wWﬂmﬁfMﬂw:mwemw

1
:/()(:vatx ))dt = Zx] 8—% z)dt

Zj

1 a,(/)
) /0 (7))

=11p; ES(R™)

= _ 27rsz

n

7 1

61



1.2. Datenrdume

Darauf kénnen wir f anwenden und erhalten
ixqul = Zf €2 )] = 0.

Nun sei ¢ € S(R™) beliebig. Dann ist

xoflW] = xofl ¥ —v(0)xq |+ xof(0)xq]
~—_———

€S(R™),=0 in =0
= xo [V (0)xq) = ¢(0)f[x3)
und es folgt die Behauptung. O

Nun kann man Sobolev- und Besov-Raume periodischer Distributionen analog
definieren, wir beschrédnken uns hier auf die Bessel-Potential-Rdume:

Definition
Fiir s € R und p € [1, 00 sei

Hp(T") = {f € Sz(R™) | [[f]ls.p < 00}

mit der Norm || f|ls = [T fllLe (1), wobei J der Fourier-Multiplikator mit
(1+ k%)%, k € Z™ ist

Bemerkung (i) Aufgrund des Satzes von Plancherel gilt insbesondere || f||2 , =
ez (k)1 (k).

(ii) Der Sobolev’sche Einbettungssatz und die Aussagen des Interpolations-
satzes beziiglich der Sobolev-Ridume gelten ebenso. Zusétzlich hat man
H; C H,, fir p1 > ps aufgrund der Kompaktheit von T".

(iii) Weiterfithrende Informationen iiber Funktionenrdume auf T™ konnen in
Schmeisser /Tribel, Topics in Fourier Analysis and Function spaces, Kapi-
tel 3 gefunden werden.
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Kapitel 2

Die semilineare
Schrodingergleichung auf R"

Hier betrachten wir (im wesentlichen) das Cauchy-Problem
iug + Au = elulP u,u(t = 0) = up € X(R™), p>1,e€ {£1}, (CP)

bzw. die entsprechende Integralgleichung

t

u(t) = ePug + c/ =8y (s) [P Lu(s)ds,
0

die wir mit dem Bganachschen—Fixpunktsatz behandeln werden. Von hier an wird

etA = Fle= " F den Propagator fiir die Schrodinger-Gleichung bezeichnen.

2.1 Heuristische Vorbetrachtungen und ein ers-
tes Ergebnis

Frage: Welche der in Kapitel 1.2 vorgestellten Funktionenrdume sind als Daten-
rdume geeignet?

(i) Die ErhaltungsgroRen sprechen fiir L? (Masse) und H' (fiihrender Term
der Energie), vielleicht etwas allgemeiner fiir die H*-Skala. Dieses Argu-
ment betrifft allerdings in erster Linie nur den Schluss von lokaler auf
globale Wohlgestelltheit.

(ii) Wenn wir die Nichtlinearitat als Stérung des linearen Teils behandeln wol-
len und Losungen in C([0, T], X (R™)) suchen (persistence property, gehort
bei Evolutionsgleichungen zu den Anforderungen bei Wohlgestelltheit), so
sollte

e X(R") — X(R™)
stetig sein. Dies ist auf der LP-Skala (1 < p < oo) (und auf der H-Skala
bei festem s) nur fiir p = 2 der Fall, wie die folgende einfache Uberlegung
zeigt: Nehmen wir an, fiir ein g # 0 und ein p # 2 gelte

e ugll, < clto)|luoll, — Vuo € LP
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2.1. Heuristische Vorbetrachtungen und ein erstes Ergebnis

Dann gilt dies by duality ebenso mit —ty anstelle von tg, fiir p’ statt p.
Also konnen wir p > 2 annehmen. Nun haben wir bereits den time-decay

estimate

08, < ool 2 oy (0> 2)

gezeigt. Damit zusammen ergibt unsere Annahme fiir alle ug € LP N L’

e

luolly = lle™*®e™" % uo|| < e(to)lle™ " uoll, < &(to)lluolly
und damit die stetige Einbettung L? (R™) C LP(R™), was einen Wider-
spruch bedeutet.

Also sollten wir uns auch bei der lokalen Theorie auf L*-basierte Réume L2,
H®, H*, B3 ,und Bj , als Datenrdume beschriinken (jedenfalls zunéchst).

Bemerkung (i) Dieses einfache Argument geht stets fiir die Losungen von
uy — i(—iV)u = 0, wenn ¢ reell und quadratisch oder hoherer Ordnung
ist, also insbesondere fiir die Airy-Gleichung (= linearer Teil von KdV).
Fiir die Wellengleichung geht die time-decay-Abschétzung nur mit einem
gewissen Verlust und in héheren (n > 2) Raumdimensionen. Dann wird
die Uberlegung etwas komplizierter, fithrt aber zum selben Ergebnis.

(ii) Das Argument greift nicht fiir die Transport- oder eindimensionale Wel-
lengleichung.

(iii) Es gibt durchaus fortgeschrittene Theorien jenseits der Bj ,/ BSyq—Skala.
Etwa: Gewichtete L?-basierte Normen, z.B. L?(R",|z|?dx), oder ﬁ; mit
Norm Hf”ﬁp = (&) I, oft als FL;, bezeichnet. Dazu sollten aber die
Moglichkeiten auf der Standard-Skala zunéchst einmal ausgeschopft sein.

Um fiir Daten in H*(R"™) iiberhaupt ein erstes Ergebnis zu erhalten, miissen wir
die Nichtlinearitét in der H*-Norm abschétzen kénnen. Dazu dient:

Lemma 1 (Sobolev-Multiplication law)
Fiir s > § ist H*(R™) eine Banach-Algebra unter punktweiser Multiplikation,
d.h. es gilt die Abschétzung

1£9lls.2 S 1[flls.2llglls.2

Durch Wahl einer dquivalenten Norm kann man die implizite Konstante zu ¢ = 1
machen.

Beweis.

1fall2s = / ©>Fg©Pde it

Ta(©)] = (2m) e —e0ds) < [ Ienliate - €niae
Nunist £E =& +€—& und daher: (€)* < (£)® + (£ — &1)®, also:

(©)°1Fa©)| < /R (€7 1f(€l1a(€ - &)ldér + /R [FEDItE = &)°lg(€ - &)ldex

—c((wia) +(Fon)").
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2.1. Heuristische Vorbetrachtungen und ein erstes Ergebnis

wenn wir f = F~!Ff| definieren. Damit
1 allsz = 1T° Ul SWT*F) - glla + 1] (T°D) -

Und dann noch [[(7°f) - gll2 < [T fll2llglle < [Iflls2llglls2 = [Iflls2llglls.2,
wobei im vorletzten Schritt der Sobolev’sche Einbettungssatz benutzt wurde
(beachte s > & > 0) und im letzten, dass || f||s,2 nur vom Betrag der Fourier-
Transformierten von f abhéngt. Den zweiten Beitrag schiatzt man genauso ab.

O

Hiermit kénnen wir unter Beachtung von ||e®®ug ||z = |lug||2 folgendes zeigen:

Lemma 2

Es seien p > 1 ganzzahlig und ungerade, s > § und ug € H*(R"). Dann existiert
ein T = T(||lug|ls,2) > 0 und eine eindeutige Losung u € C([0,T], H*(R™))
von (CP).

Beweis. Es sei Bg r die abgeschlossene Kugel vom Radius R in C([0,T], H*(R")).
Dann ist Bg 7, versehen mit der von der Norm [[ul| := sup,e(o 7y [|u(t)]s,2 in-

duzierten Metrik ein vollstdndiger metrischer Raum. R und T werden im Laufe
des Beweises gewéhlt. Wir setzen

t
Au(t) = ePug + c/ AN (u(s))ds
0
und schitzen ab (Konvention: constants may change from line to line)

[[Aul] < luol

t
wate / IN(u(s)lls.2ds < [fuolls2 + Tlull? < [fuolls2 + cTRP.
0

Wobei in der vorletzten Ungleichung das Sobolev-Multiplication law benutzt
wurde, und danach dass u € Bgr ist. Fiir die Differenzabschatzung beach-
ten wir die geometrische Summenformel a? — b = (a — b) S-0_¢ a*b?~1~* und
die Tatsache, dass die H*-Norm nicht zwischen v und @ unterscheidet. Damit
erhalten wir

p—1
1w — Avl| < eTllu— ol - > [lul/*[[v]P~ 7 < TRP|u - o]
k=0

Die letzte Ungleichung gilt, da u,v € Brp. Jetzt: |Juglls2 L also R =
2||ug|ls,2 und ¢I'RP~! = 1. Dann ist fiir u,v € Bry: [|[Aul < R, also Au €
Brr und ||[Au— Av|| < 3]lu —v]|. Also ist A: Bgr — Bgr eine Kontraktion.

Der Banach’sche Fixpunktsatz liefert die Existenz einer Losung w € Brr C
C([0,T], H®) von (CP), die in Br r eindeutig ist.

Zur Eindeutigkeit in C([0, T'], H?): Wir nehmen uns zwei Losungen u, v € C([0,T], H®)
mit u(0) = v(0) = up und setzen T, = inf {t € [0, 7] | w(t) # v(t)}. Da v und v
stetige Funktionen mit Werten in H® sind, ist 7T, wohldefiniert, positiv und es

gilt u(Ty) = v(T%) =t u1. Wiederholung des Arguments fiithrt zum Widerspruch

zur Definition von T. O

IN

Bemerkung (i) Ist vo € H® mit ||vo|ls,2 < ||uolls,2, so gibt es hierzu ebenfalls
eine Losung v € Bg o mit v(t = 0) = vg. Fiir die Differenz u — v erhalten
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Heuristische Vorbetrachtungen und ein erstes Ergebnis

(iv)

wir aus obigen Rechnungen die Abschétzungen

T
5,2 9 u v

l[u — || < [Jug — volls,2 + cTRPHlu —v|| = |lug — vo

also ||u — v|| < 2|lug — vol|s,2. Also ist der Losungsoperator

S: H® ) BR(O) — C([O,T],Hs)

Daten auf Losungen (mit R = 2| ug||2) und ug war gegeben) Lipschitz-
stetig. D.h. wir haben die stetige Abhéngigkeit der Losung von den Da-
ten, sogar in recht starker Form, némlich Lipschitz-stetig auf Kugeln im
Datenraum. Damit sind alle Anforderungen an lokale Wohlgestelltheit des
Cauchy-Problems erfiillt (LWP).

Wir haben die Eindeutigkeitsaussage in C([0,7], H®) und nicht nur in
einem kleinen Lésungsraum Xgp € C([0,7], H®), d.h. unser (LWP)-
Ergebnis ist unconditional.

Wir haben R = 2[|ugl|s2 und T' = ;= R'~? gewihlt, also T ~ ||uo|\i’72p. D.h.
die (durch einmalige Anwendung des Kontraktionsarguments garantierte)
Lebensdauer der Losung (lifespan) ist eine monoton fallende Funktion der
Norm der Daten. Diese Kontrollierbarkeit der lifespan durch |Jug|s,2 dient
als Ausgangspunkt fiir eine weitere heuristische Betrachtung:

Scaling argument und notion of criticality. Wir nehmen an, zu ug €
H?*(R"™) gebe es eine Losung u € C([0,7%], H*(R")) der semilinearen
Schrodinger-Gleichung

iug + Au = |u|P" u, u(t = 0) =y (NLS)

mit endlicher Lebensdauer T* < oo. (Es gelte z.B. limy_, 7+ [[u(t)]|| 4. = o0,
oder eine andere Katastrophe moge zur Zeit T* eintreten.) Wir haben
bereits iiberlegt: Dann ist uy, definiert durch uy(z,t) = )\%u()\x,)ﬁt),
ebenfalls eine Losung von (NLS), allerdings mit Anfangswert

un(x,0) = A7 T ug(Az) = ug,x ().

Fiir uy ereignet sich die Katastrophe, wenn A2t = T* ist, d.h. die Lebens-
dauer von uy ist T\ = % — 0 fiir A — co. Andererseits ist (nach fritheren
Rechnungen)

o0 fallss > 2 — 2_ =5

2 45 n A—qo 2 Pl ‘
luoallgs = APT°7 2 [lug|| 7. — { const. falls s = s,
0 falls s < s,

Also ist fiir s < s, nicht mit der Kontrollierbarkeit der Lebensdauer durch
die Norm der Daten zu rechnen. s, heiftt die kritische Sobolev-Regularitét
einer nicht-linearen Wellengleichung, diese wird bestimmt durch das Ver-
halten der Lésungen bei Skalentransformationen. Wir erwarten

(a) (LWP) mit Kontrolle der lifespan in H*(R™) fiir s > s,
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2.2. Strichartz- Abschitzungen

(b) (LWP) mit Einschrénkungen (ggf. nur fiir kleine Daten), falls s = s,
ist, und

(¢) (IP) (=ill-posedness) fiir s < s,.
Fiir (NLS) haben wir berechnet s, = § — p%l, d.h. unser s > Z-Ergebnis
erlaubt méglicherweise Verbesserungen.

Bemerkung (i) Die scaling-Heuristik kann nur in seltenen Féllen zu einem
Beweis der ill-posedness ausgebaut werden, man benétigt dazu ein blow-
up-result, also den Nachweis, dass in endlicher Zeit tatséichlich eine Kata-
strophe eintritt.

(ii) Es gibt weitere Obstruktionen fiir (LWP) aufier dem scaling Argument,
insofern verwundert es nicht, dass Beispiele fiir (IP) oberhalb von s, exis-

tieren (z.B. cubic NLS in H*(R) ist (IP) fiir s < 0 bei s, = —3).

(iii) Andererseits ist (mir) ein (WP)-Ergebnis unterhalb der kritischen Sobolev-
Regularitét s, nicht bekannt.

2.2 Strichartz-Abschitzungen

Definition
Ein Paar (p,q) von Holder-Exponenten heifit (Schrodinger-)zuléssig (engl. ad-

missable), wenn
n

5~

< -< und

N —
S
Q| =
| —
N
< |3

gelten.
Satz 1 (Strichartz-Abschétzungen)
(i) Esseienuy € L?(R™) und u(z,t) = e'*®ug(z). Dann ist fiir jedes Schrodinger-

zuléssige Paar
we LR, Li(R™) N C(R, L2(R"))

und es gilt die Abschéitzung

lullze(zg) < lluollz- (2.1)

(ii) Es seien (p,q) Schodinger-zuldssig, f € Lf/(R,Lg/(R")) und F(x,t) =
fg e!t=9)A f(z, s)ds. Dann ist F € L¥(R, L4 (R™)) und es gelten

VFllzpeesy S 171y oo (2:2)
sowie

I /Re_itAf('yt)dﬂb < Hf”Lf’(Lg/) (2.3)

In (2.2), (2.3) kann R durch ein beliebiges Intervall I mit 0 € I ersetzt werden.
Die impliziten Konstanten héngen nur von p,q und n ab.
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2.2. Strichartz- Abschitzungen

Bemerkung (i) Strichartz zeigte in [15] den Diagonalfall fiir p = ¢ nach Vor-
arbeiten von Stein/Tomas in [16] sowie Segal in [14]. Die Verallgemeine-
rung auf den Nicht-Diagonalfall p # ¢ ist von Ginibre/Velo in [5]. Deren
eleganten und einfachen Beweis werden wir unten wiedergeben.

(ii) Fir n = 2 und ¢ = oo sind die Aussagen falsch (Montgomery/Smith,
1998).
(iii) Fir n > 3 sind die Endpunkt-Félle mit %

. . 02
worden in [11]. Seither nennt man (p,q) mit & = 3 —
auch admissable.

— % ebenfalls gezeigt

und 1 =11
q

n
q 2 n

(iv) Abschdtzung (2.2) ist eine Abschétzung iiber Losungen der inhomogenen
linearen Gleichung
iF; + AF =if mit F(z,0)=0.

Hiervon sind eine Reihe von Verallgemeinerungen bekannt, unter anderem
kann auf einer Seite ein admissable pair (p,q) durch ein anderes ersetzt
werden (siehe [2], Theorem 2.3.3).

(v) Satz 1 gilt genauso fiir Losungen der Gleichung
uy = (Vg AV )u(+f),

wenn A symmetrisch und invertierbar mit positiv semidefiniten Realteil
ist. Fiir n = 1 ebenso fiir Losungen des linearen Teils

us — |Dg|Ozu = f
der Benjamin-Ono-Gleichung.

Fiir den Beweis benotigen wir die folgenden Hilfmittel:

1y =

(i) Den time-decay-estimate |[e""®ug|l < [t]7*uollq mit A = Z(

g—qud1<g<2<q <oo,

1
q

2

(ii) die HLS-Ungleichung fiir die Zeitvariable, also in einer Dimension, d.h.:

1 1
I[t17* % gllze < llgllzg,  sofern S =lmA 5 0<a<
' o
(iii) das TT*-Argument. Dazu zunéchst ein Begriff aus der Funktionalanalysis:
Sind FE, F normierte Raume und A: E — F linear, so heifst A": F/ — E’,
definiert durch
A'plz]) = |Ax] Yz € E, ¢ € F'

die zu A duale Abbildung. Fiir die Operatornormen von A und A’ haben
wir

|A'| = sup [[AY|lp = sup sup |AY[z]]
YEF! YEF' z€E
l<1 lpl<tllzlz<t
1
= sup sup [P[Az]| = sup [|Az||F = [|All.

z€E  YeF T
lzll 2<1 |y <1 Izl 5 <1
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2.2. Strichartz- Abschitzungen

Das bedeutet: A ist stetig genau dann, wenn A’ stetig ist. Wenn die
Anwendung von ¢ € E" auf x € FE bzw. von. ¢ € F’ auf y € F sich mit
Hilfe von Skalarprodukten darstellen ldsst als ¢[z] = (¢, z) bzw. ¥[y] =
(¥,y), so nimmt die definierende Gleichung die folgende Gestalt an:

(A", z) = A'[z] = Y[Ax] = (v, Az).

Man schreibt dann oft A* statt A’ und bezeichnet A* als die adjungierte
Abbildung: Hierbei kénnen (,) und (,) durchaus verschiedene Skalarpro-
dukte sein.

Lemma 1 (TT*)
Es seien H ein Hilbert-Raum, B ein Banach-Raum und 7T': H — B linear. Dann
sind adquivalent:

(i) T: H — B ist stetig (mit Operatornorm ||T]).
(ii) T*: B’ — H ist stetig (mit Operatornorm ||T*| = ||T]).
(ili) TT*: B’ — B ist stetig (mit Operatornorm ||TT*| = ||T]|?).
Beweis. Nach der Vorbemerkung gilt | 77| = ||T'|| und (i) < (ii). Da die Ver-

kettung stetiger Abbildungen stetig und die Operatornorm submultiplikativ ist,
folgt (iii) mit “<” aus (i) und/oder (ii). Nun gelte (iii). Dann ist fiir y € B’
1Ty % = (T*y, T*y) = (TTy,y) < |TT*|[ly|I%
und also
IT* = IT*(1* = sup [T*y|F < I TT".

yeB
llyll s <1

O

Anwenden wollen wir dieses Lemma auf den Losungsoperator der homogenen
Gleichung ,
T:L? = LP(I,L9),up — u, u(z,t)=eug(z).

. Wi .. was di ..
Doch dafiir miissen wir uns erst Gedanken dariiber machen, was die Dualrdume
gemischter LP-Raume sind:

Lemma 2 (Dualrdume gemischter LP-Rdume)
Es seien (X, A, p), (Y,C,v) o-endliche Mafraume und 1 < p,q < co. Dann ist

¢: LE (LE) — (LA(LY))"  definiert durch
Sl = [ Fewelenda)dny)
XxXY
ein isometrischer Isomorphismus. Hierbei ist

LA(LY) = {f: X xY = C| fist Ax C-messbar, | fllzz L) < oo} mit

oaen = </X (/y lf(x’y”qdl’(y)) % du(x)>;

1Folgerung aus dem Satz von Hahn-Banach, sog. Normformel
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2.2. Strichartz- Abschitzungen

Nun kénnen wir also die adjungierte Abbildung unseres Losungsoperators be-
stimmen

T LF(I,LY) - L2 durch
|
[T @)gl@ids = (1 fg)12, - (£ T0) 0,02
:/ flz, t)Tg(z, t)dzdt T einsetzen
IxR™
/ f(z, t)etdg(x)dzdt (eTB)r = emitA
RTL
// e A f(x,t)g(z)dadt Fubini

= / /e_imf(m,t)dtg(x)dx
nJr
= ([ e s 0eg)
I
und damit kénnen wir ablesen:
T f(z) = /e*imf(x,t)dt
I
und
T f(x) = /ei(tfsmf(x, s)ds.
I
Jetzt konnen wir uns dem eigentlichen Beweis von Satz 1 widmen:
Beweis von Satz 1. Wir sehen, dass (2.1) < (2.3) by duality und aukerdem fol-

gen beide aus (2.2), wenn dies auch mit einem beliebigen Intervall I anstelle
[0,] gezeigt wird. Beweisen wir also nun (2.2):

(i) Der Fall ¢ =2, p = co: Hier haben wir mit I; CIT C R

‘ / ei(t—s)Af(S)dS
I

1% =2 - %. Die Minkowski-Ungleichung gibt

/ i(t— s)Af( /He (t— a)Af )HL"dS
Iy
time-decay \
< = xf<s>\|f<s>||Lg/ds
_ n (1 1
— 7 ullfl )0, A= (5 3)

q

< / 692 F(8)]|pads = | Fll s o)

Le(I,L3)

Also bekommen wir mit der HLS-Ungleichung:

/ ei(tfs)Af(., S)dS
I LY(I,LE)

S ||XIf||Lf/(Lg/) = ”f”Lf/(I,Lg/)'

-
S Ol A1 )iy
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Wobei die Anwendung von HLS erfordert, dass
n/1l 1 n o n 11 1 1 1 1 1
0<A=-(s—-]=---<1&0<-—-<-&-—-—<-<—,
2<Q’q>2q 2 ¢ n 2 n q 2
wie vorausgesetzt, und dass

1 1 1 1
Sl Ao A=l - —— =
p p p P

was ebenfalls vorausgesetzt wurde.

Der bilineare Zugang zu Strichartz- Abschitzungen

Der oben dargestellte Standardbeweis der Strichartz-Abschétzungen beruht we-
sentlich auf den time-decay-estimate, der im periodischen Fall nicht zur Verfii-
gung steht. Hier kann man Teilergebnisse erzielen, indem man auf das einfache
Argument

112 = 1F%[lz2 bzw.  [|fl[Eae = 5[l

zuriickgreift. Fiir die L?-Norm rechts kann man sich dann den Satz von Plan-
cherel zunutze machen. Ein erstes Beispiel geht zuriick auf Zygmund (1974).

Lemma 3 (Zygmund, Studia Math. 50 (1974))
Sei ug € L*(T) und €192y, die Losung von iuy + 02u = 0, u(t = 0) = ug. Dann
gilt

| Zta””UOHLél,(W S ||UOHL2(’]I‘)
Beweis.

2 2
e uollys, = (e uo)* 22, = Fa(e"uo) 7,
_ CZ/ lta 2|2dt
§EL

und wir haben

Fale"P2ug)?(€) = ¢ D e ™MEHEE D0 (¢ )itg (€ — &1)

§1€Z

also
|Fa (e8P ug)2(€)[? = ¢ Z e~ HEHE— T =€ g (& g (E—&1 ) o (m ) To (€~ )
&1,mEL

Bei Integration iiber ¢ von —7 bis 7 fillt eine Summe auf zwei Summanden
zusammen, denn es ist

/” e~ it(EHE—E)?—ni—(E=m)*) g £

—T
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2.2. Strichartz- Abschitzungen

nur dann, wenn g% + (5 - 51)2 = 77% + (5 - 771)2, d.h. wenn &; = 1; oder wenn
& — & = ist. Also haben wir

/ |}—x(eit62u0)2|2dt

=c- Y ig(&)io(€ — €)% + lio(&1)ito (€ — &)

§1€Z

=co ) lan(&)Plao(€ — &)

§1€Z
Summation iiber £ € Z liefert
. 2 “ ~
e uol|ts, = ¢ D Jio(€1)Plao(€ = &)I* = elluol|zz (-
§,61€L

O

Um Lemma 3 auf hohere Raumdimensionen verallgemeinern zu kénnen, beno-
tigen wir das folgende Ergebnis aus der elementaren Zahlentheorie:

Satz (Hardy-Wright, Introduction to the theory of numbers, Theorem 338)
Sei N € Nund r(N) == |{{ = (&,&) € Z? | [(]* = N} |. Dann gilt r(N) < N¢,
d.h. zu jedem € > 0 existiert ein ¢, > 0, so dass r(N) < ¢.N°.

Bemerkung (i) c. ist natiirlich unabhéngig von N.

(ii) Trivial wiire: 7(N) < ¢v/N (Abstand der Gitterpunkte > 1 und Linge des
Kreises = 27v/N).

(iii) Im Beweis wird die Aussage zuriickgefiihrt auf die entsprechende Abschét-
zung fiir die Anzahl d(N) der Teiler einer natiirlichen Zahl N. Es gilt
d(N) < N¢ (Hardy-Wright, Theorem 315) und r(N) < 4d(N).

(iv) Die Abschitzung kann nicht wesentlich verbessert werden, es gilt: Fiir
jedes § > 0 und jedes ¢ > 0 wir die Abschitzung 7(N) < clog(1 + N?)
falsch.

(v) Verallgemeinerung auf héhere Dimensionen: Fiir alle ¢ > 0 existiert ein
¢. > 0 so dass

[{¢€Z||¢P = N} | < c.N'T e,

Letzteres sieht man induktiv ein, indem man schreibt:

{e= &)ez || =N}= | {fez " 1P =N-¢}

En<N

Fiir die Anzahl hat man dann nach Induktions-Voraussetzung:

[{eez || =N} < VN-|{¢ ez | &P =M}| (M<N)
S\/N«:ENWT_M'E.

Damit konnen wir zeigen:
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2.2. Strichartz- Abschitzungen

Proposition 1 (Bourgain, 1993)
Es seien n > 2 und ug € L?(T") mit ug = Pyug sowie u(z,t) = e*“ug(x). Dann
gilt fiir alle € > 0:
n—2
||u||L§t(T"+1) Se N +€||UOHLZ(TF")
Beweis. Wir schreiben wieder
4
||u||Lit('[[‘n+1) = ||u2||2L§t(’]1‘"+1) = H}—(UQ)”igT(Z"XZ)’

wobei F jetzt die Fourier-Transformation beziiglich der Raum- und Zeitvaria-
blen ist. Mit dem Faltungssatz erhalten wir zunichst

Folw?)(&t) = Y e a0 Ry (¢ )ao (€ - &)

I

und weiter

Fu?) (&) =c Z 07161124 16—6 2 0 (61) o (€ — &1)-

&€

Das Quadrat des Absolutbetrags hiervon schétzen wir gleich ab mit Hilfe der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung, wobei wir von ug = Pyug = F 'xnFup und
Orf = 53, » (Kronecker-Deltal!) Gebrauch machen:

IF@)(&)P < E@S1(Em) - D Orjeypale—e2lto(€)in(€ — &) mit

§1€Z™

(6, 7) = Z Ol +le—e2XN (1) XN (€ — &)

&€

Jetzt sollen die Ergebnisse aus der Zahlentheorie zur Abschitzung von ¥ her-
angezogen werden, was nicht unmittelbar einsichtig ist. Wir schreiben

G +1E— &P =267 26 6) + € =2(& — &) + [¢* und

Orler2+g—¢1 ]2 = O2r,2(161 [2+1€—€112) = O2r—20¢2,(2(¢1—€),261)

Jetzt fiihren wir die neue Variable
ki =26 -8=2(& —¢§) =k —{und 2§ =k +§

ein, so dass <2(€1 76)72£1> = <k1 757]171 +€> = ‘k1|2 - ‘€|2 und 67_’|51‘2+|§_§1|2 =
O2r—|¢[2,ky|2- Betrachten wir noch xn(§1) = xan(281) = xoen (k1 + &) sowie
X~ (€ —&1) = xan (k1 — &) erhalten wir

Y&, 1) < Z dor—lep2, ka2 XN (k1 + &) xan (k1 = §).
=

Merken wir an: Wir haben k; = 21 —§ € Z"™. Dass es nicht zu jedem k; € Z" ein
entsprechendes & € Z" gibt, ist kein Fehler, denn indem wir {iber k; anstelle von
&1 summieren, vergrofern wir die Summe. Nun haben wir im Summationsgebiet

12k1| < k1 +&|+ |k1 — €| AN = [ky| < 2N
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2.2. Strichartz- Abschitzungen

und also mit r = 27 — [¢|2

2 _
Bi(&m) < 0<rean? %n Onn 2 = 0<reian? [{ez" [k =r}|
1

<ec. (NZ)T+5 — CENn72+6.
Zusammenfassung ergibt:
|F(u) (& 7))? Se N™2te Z Or 61|26~ 2|00 (&1) G0 (€ — &)
I
Summation iiber 7:
IF )& 72z Se N™72F D Jao(6)io(6 — &)
1€
und schlieflich Summation iiber £ € Z™:
lull s, nry = IF@IZz, gy Se N2 Jio(€a)in(€ — &)
&,61EL™
= N%QHHﬂonig(zn) = N" "2 lugl| 72 (pm)

Ziehen wir hieraus die vierte Wurzel, ergibt sich die Behauptung. O

Bemerkung (i) Fiir n > 5 kann man mit einer bessern Abschétzung fiir die
Anzahl der Darstellungen einer natiirlichen Zahl als Summe von 5 Qua-
draten ¢ = 0 erreichen (Grosswald: Representations of integers as sums
of squares), mit anderen Argumenten (Bourgain 1993, recht aufwindig)
gelingt dies auch fiir n = 4. Fiir die Anwendungen sind diese Verbesse-
rungen allerdings von recht geringer Bedeutung. Fiir n € {2,3} wird diese
Aussage falsch fiir e = 0.

(ii) In einer Raumdimension kann man mit &hnlichen Argumenten zeigen
(Bourgain, 1993): Ist ug = Pyug € L2(T) und u(z,t) = e ug, so gilt fiir
allee >0

wllLs, (r2y Se NE|luoll Lz (m

Man schreibt dazu |lul|Ss = [Ju?]|2, und benutzt
| {(k1,k2) € Z% | 3k7 + k5 = N} | < cd(N) < N°.

Den Beweis dieser Tatsache findet man in Petersson, Modulfunktionen und
quadratische Formen, Satz 6.2. Auch diese Abschitzung wird fiir € = 0
falsch. Offenes Problem ist, ob es eine &hnliche Abschidtzung auch fiir
p €]4, 6] gibt.

(iii) Durch dyadische Zerlegung einer Funktion ug € H*(T"™) erhalten wir als:
Korollar 1 (aus Prop. 1 und (ii) aus der Bemerkung)

Sei ug € H*(T") und u(z,t) = e*Aup(x). Dann hat man die Strichartz-type-
estimates:

n=1: |lullgs, 2y Ss lluollmgs(ry fiir jedes s >0

n—2
n>2: |ullps, ey Sslluollmsrny  fiir jedes s > 0

und nach Bem. (i) ldsst sich fiir n > 4 sogar s > "T_Q erreichen.
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2.2. Strichartz- Abschitzungen

Beweis. Mit Qo = Py und Qn = Pay haben wir

fiir e =

s
29

lullzs, (r2) < Z @nullLs, T2y <- Z Ne[[@nuoll L2 (T)

Ne2No Ne2No
< Y NTEN*|I@Qnuollra(ry Se lluollmery
Ne2No

und genauso fiir die héherdimensionalen L*-Abschitzungen. Um

Gleichheit fiir n > 4 zu erhalten, benutzt man den Satz von Littlewood-Payley:

12
2
|‘U||2L§t(1rn+1) S Z (Qnu)? = Z (Qnu)?
Neat pa oy VSR 12, )
< Z ”(QNU)QHLit(T"H): Z ||QNU||2L§t(Tn+1)
Ne2o Ne2No
Prop. 1 und Bem. (i) ) ) )
S Z N=(@nu) |l L2, (rnt1y = lluollfrs (rn)
Ne2No

Bemerkung (iv) Vergleich mit den Strichartz-Abschétzungen im nicht-periodischen
Fall:

(a)
(b)
(c)

O

Dort haben wir fiir

n =1 |lullgs, w2y < lluollz2w)
n=2: [lul[za

T

(@) S lluollrzre)
n = 3: Die Bedingung fiir die Strichartz-Abschétzungen lautet % =

5 — 4. Mit n = 3 und der Wahl p = 4 (um vergleichen zu kénnen)

2
ergibt sich % = % — %, also ¢ = 3. Zusammen mit dem Sobolev’schen

Einbettungssatz also:

1
lullpa, ey S 117" ull L3 e, r2 msy) S lluoll 3 -

Das heifst: Auch hier haben wir eine e-Ableitung Verlust, und zu-
satzlich den Nachteil, dass die Festlegung des Hoélder-Exponenten
q = p = 4 die Sobolev-Anwendung und den damit verbundenen Ab-
leitungsverlust quasi erzwingt.

n > 4: Man kann &hnlich argumentieren wie fiir n = 3. Die e-
Ableitung Verlust féllt sogar weg. Die Verschwendung von Ableitun-
gen wegen der Einschrankung auf einen speziellen Holder-Exponenten
fallto umso mehr ins Gewicht.

(v) Ausnutzung der Galileo-Invarianz: Betrachten wir ug € L?(T") mit 4¢ =
XB, (&) " < || = N. Dann wird der Ableitungsverlust in (iii) bestimmt
von N:

. n—2
e uoll a, (oneny € NTF ugl| 2 o)

wihrend wir fiir vo mit 99 = xp, (o) nur einen Faktor riT(+e) ausgeben
miissen. Diesen Mangel kann man ausgleichen, indem man die Invarianz
der Schrédinger-Gleichung unter sogenannten Galileo-Transformationen
verwendet.
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2.2. Strichartz- Abschitzungen

Definition (Galileo-Transformation)
Es sei u: R™ x I — C eine Funktion und & € R". Dann heifit G¢,: v — G¢,u,
definiert durch

Geou(w, t) == exp(—izto — it|&o|*)u(z + 2t€o, 1)
eine Galileo-Transformation.

Lemma 4 (Galileo-Invarianz)
Sei u: R™ x I — C eine Losung der (semi-)linearen Schrédinger-Gleichung

iug + Au = clulP"tu, (c€C, p>1)
& € R" und v = G¢, u. Dann 16st v dieselbe Gleichung.
Beweis. Zur Abkiirzung schreiben wir manchmal ©’ = x + 2t,.

i0pv(w,t) = (10 exp(—ix€y — it|€o|*))u(a’, t) + exp(—izéy — it|&o|?)ius (z', 1)
+ exp(—ixgy — it|&o|*)i(V u(a’, ), 260)
= exp(—iz&o — it|&|*) [|€oPul@’, t) + iue(2',t) + (Vou(a', 1), 2i&)]

Agv(z,t) = (Ay exp(—izéo — it|€o[?))u(a’, t) + exp(—izéo — it|€o[*) Apu(a’, 1)
+ 2(V, exp(—izg — itl€o|*), Vau(a', 1)
= exp(—izy — it|éo|*) [~ |&olPule’, t) — 2i{V u(a’, 1), &) + Agu(a’, 1))
Addition ergibt:
(i8; + Ag)v(z, 1) = exp(—iz€o — it|€o|?)(i0; + A)u(a, 1)
LS (. exp(—izo — itl€o|?) [ula’, )P~ ulz' 1) = clo(z, )P~ o(, t).

O

Korollar 2 (aus Prop. 1)
Es seien B = By (&), & € R", Pg = F~'xgF und ug € L2 mit uy = Pgug
und u(z,t) = e*Aug(x). Dann gilt
n—2
\|u||Lgt(1rn+1) Se NT+€”UO”L§(’H‘") und

lullzs, (r2y Se N€|luollLz (m

Beweis. Zuerst stellen wir fest, dass ||Geyullprray = |ullrr(ze) und ebenso
[Geouollzz = |luollzz, da weder der Phasenfaktor noch die Verschiebung die-
se Normen éndern. Dann haben wir fiir die partielle Fourier-Transformation

FuGeyu(€,t) = exp(—it|&o|* — 2it&&o) Fru(€ + &o, 1)
und, wenn mit ug = Pgug auch u = Pgu ist:

= exp(—it|&o|* — 2it&&o) xB(€ + &o) Fou(é + o, 1)
= exp(—it|&o|* — 2it&&o) X B, (§) Fuu(é + &0, 1), By = Bn(0).
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2.2. Strichartz- Abschitzungen

Also haben wir nach Fourier-Riicktransformation
G&]PBU = PBOG&)U
und damit die Ungleichungskette

[Ppulle, (rniry = [|Ge, Ppull s, (rnt1) = [Py Geott] L3, (1nt1)
Prop. 1 n-2 noa
Se N7 Geu(t = 0)|pz(rny = N7T T Juol| 2 (-

~E

Die zweite Ungleichung folgt analog. O

Mit dieser Folgerung kann man dann auch tatséchlich (fast) optimale Ergebnisse
erziehlen, dazu muss man allerdings bei den Abschétzungen der Nichtlinearitét
dyadisch zerlegen, was etwas kompliziert werden kann.

Anwendungen des bilinear approach im nicht-periodischen Fall: Hier kann man
den || f||2, = ||f?||2-Trick dazu verwenden

(i) Bilineare Verfeinerungen und
(ii) fiir n = 1 Verallgemeinerungen der linearen Strichartz- Abschitzungen

zu zeigen. Beginnen wir mit einer scharfen bilinearen Abschéatzung in einer
Raumdimension, die einen Gewinn einer halben Ableitung aufweist. Das fol-
gende Lemma ist zuriick zu fithren auf Ozawa,/Tsutsumi (1998).

Lemma 5 ,
Es seien ug,vg € L2(R) und u(z,t) = e?%uy(z) sowie v(x,t) =
Dann gilt:

e~ "%y ().

[1D21% (o)

1
12, = ﬁ”uoHLi“UO”Lﬁ‘

Beweis. Ohne Einschrankung nehmen wir ug,vg € S(R) an und berechnen
zuerst die partielle Fourier-Transformation JF, (|Dz\%(uv)) (&,t) beziiglich der
Ortsvariablen x. Mit dem Faltungssatz erhalten wir

7o (o) 60 = B [ inte - e

und fiir das Quadrat des Betrags ein Doppelintegral
2
1
() = |7 (1D (u0) ) (6, 1)
_ &
e

= o [ e e (60) i (€ — )il ()Fo (€ — m)dady
R2

Fiir das Argument des exp-Funktion ergibt sich

E—(E—&)?—ni+(E—m)? = - +266 - -+ =26m +ni = 26(&1—m)
was wiederum bedeutet, dass

_ &

=5 e M=) G0 (€4) 00 (€ — &1 )tao(11) Do (€ — m)dErdm
Y8 R2

(%)
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2.2. Strichartz- Abschitzungen

Integration nach ¢ liefert

|72 (D2t ) (¢.0)

g

1 —q — ~ ~ = =
=16 [ 5 [ O dtag (€0l — €)ao(m)Fale — m)deadn
R2 4T JR
wobei wir das innere Integral als Fourier-Transformierte

Fi (\/12?) (28(&1 —m)) = 00(26(&1 —m)) = ﬁ&)(@ —m)

auffassen konnen. Die |¢|-Faktoren heben sich gerade auf,
= %/ do (&1 — m)ao(€1)00(€ — €1)o(61)00(§ — &1)dérdm
R2
1
= 5 [ JaotePlin(e - €)Pa

Anschliefsende Integration nach £ und Plancherel ergeben:

121 )| 2

i, = |7 (D1 )

2
£t

1 . . 1
=5 [ ao(€n)Plin(e — én)Pdgdes = 5 ol ol
R2
und wenn wir hieraus die Wurzel ziehen, folgt die Behauptung. O

Bemerkung (i) Gewinn einer halben Ableitung! (so etwas ist bei den linearen
Strichartz-Abschétzungen nicht moglich.)

(ii) Scharf. Es ist eine Gleichung (nicht nur eine Ungleichung), und sogar die
Konstante ist exakt bestimmt.

Wir kénnen das Argument zum Beweis von Lemma 5 mit dem Sobolevschen Ein-
bettungssatz und der HLS-Ungleichung verbinden, um eine Verallgemeinerung
der Strichartz-Abschitzungen fiir die Schrédinger-Gleichung in einer Raumdi-
mension zu beweisen, die zuerst Fefferman und Stein gezeigt wurde:

Lemma 6 X
Es seien 4 < g < 00, 1 = 5 + %, ug € S'(R) mit 4 € L™ (R) und u = €= uy.
Dann gilt

lullLapay < lldol Ly

Beweis. Wieder sei ug € S(R™) angenommen. Wir schreiben

3,5 I1Da|*ul?[ e,

2 _ 2
Il gczgy = Il ,
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2.2. Strichartz- Abschitzungen

letzteres fiir € — % = —% aufgrund des Sobolevschen Einbettungssatzes. Es folgt

N

|||Dz|€|u|2||2th = ...Rechnung wie zu Lemma 5. ..
= [ 16 ao(en Pla(¢ — &) Pdéade

e [ tao€ [ I ol — &) Pacdes

—c [ liolén)P (1€ x RioP) (61)dex

< Mol 6P~ * [Raol .z
LS

[l Zacray

aufgrund der Holderschen Ungleichung, die 1 = % + % erfordert. Fiir den ersten
Faktor haben wir
laol*[l = lldoll?,.
Lg g
wie gewlinscht. Fiir den zweiten Faktor verwenden wir die HLS-Ungleichung

-
Izl % fllee S e
deren Voraussetzungen in einer Dimension lauten 0 < A < 1 und % =(1-N+
%, hier also mit
4
A=1-2e=1-14-=
q
da 4 < g < oo vorausgesetzt ist, und mit o = %/
Bedinung lautet

€10,1]

—_— Q|

sowie f = |Riig|?). Die zweite

2 1 4 2
—=—=24+1--=1-=-4+1-—
r! o4 o q !
@472 4@171 1@1 1 1
o q 2 g 2 ¢ 1’

wie ebenfalls vorausgesetzt. Also haben wir fiir den zweiten Faktor
el * [Rao |l e < Raol|| v = llaoll7,
Lz 3

und damit insgesamt, nach ziehen der vierten Wurzel, wie behauptet:

lullLapay < lldol Ly

O

Inwiefern handelt es sich um eine Verallgemeinerung der Strichartz-Abschétzungen
fiir die Schrodinger-Gleichung in einer Raumdimension? Diese Frage ldsst sich
am besten mit Hilfe eines Diagramms beantworten, in dem wir den Geltungs-
bereich der etwas allgemeineren Abschitzungen

~—

A2 R
€% ug| pr(ray S HUOHLg' (*

BN
EQ\H

eintragen. Eine scaling-Argument zeigt, dass hierfiir die Bedingung % =<4
notwendig ist. (Die Norm |4, verhélt sich unter scaling wie |luol|zr; i
g x

~—

obigen Lemma 6: p = 4; in den Strichartz-Abschétzungen fiir n = 1: r = 2.
Also kénnen wir die Situation in einem % / é—Diagramm darstellen:
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2.2. Strichartz- Abschitzungen

L 6
e ____emmab » TN ausgeschlossen

—
w
~~
N
N

PN

(1) L}L: Endpunkt-Strichartz-Abschitzung, gilt fiir n = 1.

(2) Lg°L2: Erhaltung der L2-Norm, sozusagen der andere vielleicht triviale
Endpunkt fiir Strichartz.

Zwischen (1) und (2) ist die Strichartz-Linie, wie von Ginibre/Velo verallgemei-
nert.

(3) |l ug|| L < sup, He”gﬂoHL% = |||y, wenn man hochgreift: Riemann-

xt —

Lebesgue-Lemma.
(4) Die von Strichartz bewiesene L%,-Abschitzung.

(5) Die Diagonale p = ¢: Fefferman und Stein (1970), Restriktionssatz fiir die
Fourier-Transformation.

In der dargestellten Situation kann man nun eine Verallgemeinerung des Interpo-
lationssatzes von Riesz-Thorin auf gemischte LP-Réume (Bergh-Lofstrom oder
Tribel) verwenden, um zu folgern, dass die Abschéitzung (*) in dem gesamten
konvexen Bereich gilt, der von

(i) der Lemma 6-Linie einschlieflich (1),
(ii) dem Trivialfall (3) und
(iii) der Erhaltung der L?-Normen (2)

aufgespannt wird.

Korollar (aus Lemma 6)
Es gelte 1 = %4—%. Dann gilt die Abschétzung ||e??= uollzr(pay S ||110||Lgr7 sofern
eine der drei folgenden Bedingungen erfiillt ist:

< und0§%<ioder

W=

1
P

+ oder

(iil) (p,q) = (00,2

.o 1 1
(i) 3 < <3

S

).
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2.3. [L2-Theorie

Bemerkung

Damit erhalten wir einen Hinweis auf geeignete Datenrdume, wenn die Mdglich-
keiten der H?®-Skala ausgeschopft sind, zumindest fiir eine lokale (in ¢t) Theorie:
Es sind dies die Rdume

A3 (R = {uo e S'®R™) | uollz, < oo}

mit ||u0||ﬁr = ||ﬁ)HL2/. Als B, j; allgemeiner bei Hérmander, als E’S’ bei Christ
und Schiilern. Beachte: ||e_it|5|2120||m/ = ||| ., der lineare Propagator ist also
¢ ¢

well-behaved!

Bemerkung

Zu hoherdimensionalen Varianten: Das Argument aus dem Beweis vom Lem-
ma kann auch in héheren Raumdimensionen fiir bilineare Verfeinerungen der
Strichartz- Abschatzungen genutzt werden. z.B. gilt in Verschédrfung der zweidi-
mensionalen L2,-Abschiitzung, dass (Bourgain, 1998)

1, ; 1
(| D22 P ug) (e v0) [ 2, S Iluollzz |7 voll2, s > 7 (**)

zt ™
Interessant ist das fiir folgende Frequenzverteilung:

& = Frequenz von ug, £ = diejenige von vy,
&€ = &1 + & die des Produkts, |&1] > |&]

dann kann die halbe Ableitung auf dem high-frequency-factor ug auf den low-
frequency-factor v hiniibergezogen werden. In Raumdimensionen n > 3 gilt (**)

entsprechend unter der Voraussetzung s > % (Colliander, Keel, Staffilani,

Takaoka, Tao). Zum Beweis benutzt man die in Kapitel 1 bewiesene Darstellung
von 0(P) und eine dyadische Zerlegung mindestens eines der Faktoren.

2.3 L*>-Theorie
Zur Erinnerung: Wir wollen im folgenden
iug + Au = £[u|P"ru,  u(t=0) =uy € L*(R") (NLS)

untersuchen, was wir zu
t
u(t) = Au(t) = e"Pug F i / e R |y () P u(t ) dt!
0

aquivalent erkldrt haben. Zur Verfligung haben wir die im letzten Abschnitt
(vgl. Satz 1) gezeigten Strichartz Abschitzungen (z-Abhéngigkeit in f wurde
absichtlich unterdriickt):

itA

le™ P uol

LT (LY) S Hu0||L5 (T)

/6*”'Af(t’)dt’ Sy ey .
L2 Y

I

/ ei(t—t')Af(t/)dt/

I

5 ”f”LtT/(Lg/) (TT*)
L7(L3) '
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2.3. [L2-Theorie

fiir jedes Schridinger-admissable pair (r,q) fir welches

2

|3

< <1
727

DO =
S|+

r

|3

1
q
gelten muss. Wir setzen fiir ein admissable pair (r,q), T > 0 und R > 0:

Brr={f € Li([-T,T],L) | || f]

(1.8 < R}
wobei r,q, T, R noch zu wéhlen sind. Schauen wir welche Abschétzung wir fiir

unsere Abbildung (spater dann hoffentlich Kontraktion) A hinbekommen

t
||Au||L;(L§) < ||€1tAu0||L;(Lg) + H/O ez(t—t )A|u(t’)\p_1u(t’)dt’
—_——

=7

Li(L3)

=11

Mit (7") sehen wir sofort I < |lug||z2 und nach (7'7*) gilt

!
! S erlull;

TS Ml el gy = Wl ) S A

Wir wahlen ¢ so dass

, p 1 1, p+1
dp=qe-=—=1--——=1&|qg=p+1|
et

Wegen der notwendigen Bedinung fiir admissable brauchen wir auferdem

) _ _
2_on_n _nlp=l 1 _nle-l) ) Ap+D]

r 2 p4+1 2p+1) r 4p+1) n(p—1)
Nun gilt fiir ein ¢ ||, v < (2T)%([¢]| 1. falls

T

1 1 1 1 1 1 1 1 1 —1 !
Lot o1 11 p 1 pHIN_ 1/ nle-l)
r'p r rp r p rp rp D r P 4

letzteres genau dann wenn

n(p—1)

1
T

4 4
Sp-l<-—-l<p< —+1.

n n
Erinnerung wir uns an die schon im vorletzten Abschnitt bestimmte kritische
Sobolev-Regularitdt von (NLS): s, = § — % <0ep-1< %7 so sehen wir,
dass wir uns genau im L2-subkritischen Bereich befinden.

Unter diesen Voraussetzungen haben wir fiir ein u € Bg r:

[[Aul

)

iy < luollpe +cTRP mit|§=ep=1-

Widmen wir uns der Differenzabschitzung die notwendig ist um die Kontrakti-
onseigenschaft fiir A nachzuweisen:

5

[[Au — Av|

sy S el u= Pl
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2.3. [L2-Theorie

Es folgt eine punktweise Abschitzung mit dem Mittelwertsatz: 1(z) = |2[P712
ist wegen p > 1 stetig differenzierbar mit

Pt

_ -1 _
(%)% 2 = 2= (1=P) "7 22 4 (12P) 5

2

- -1
(I=%)"7 2 = o= |zlP=522

d
N p—1
P K
4
dz
Jedenfalls ist |Dv(2)| < |2|P~! und daher liefert der Mittelwertsatz:

[P~ — [P~ o] S (lufP ™+ o) |u — o]

und somit fir unsere Differenzabschéatzung:

s -1 -1
[Au — Av| Lr(L%) ST (HuH]i;(Lg) + HU”];;(Lg)) lu — v L7 (L)
d.h. fiir u,v € Brr gilt dann:
[Aw — Al (pgy < TR u— ]l oy na) **)
Satz 1
Sei up € L2(R") und p €]1,2 + 1] sowie ¢ = p+ 1 und r = fLE’T’:B Dann

existiert ein T = T'(||ug|z2) > 0 und eine Losung u € C([-T,T], L3) N Li-(LY)
von (NLS) mit u(t = 0) = ug. Diese ist eindeutig in L.(L%).

Beweis. Nach obigen Abschitzungen ist fiir u,v € Bg r:
[Aullpr gy S clluollzz + ¢T°RP, ||Au— Avl|pr ey S T°RPju — llLr (L)

wobei ohne Einschrankung iiberall die selbe Konstante ¢ steht. Wir wihlen

R = 2c|ug|z2 und T so dass ¢T°RP™! = 1, dh. T = %) * und damit

ist A: Bpr — Bprr eine Kontraktion. Der Banachsche Fixpunktsatz liefert
eine Losung u € LT.(L2), die in Bg,r eindeutig ist.
Wir zeigen jetzt, dass u € C([-T,T], L2). Wir wissen ja jetzt bereits, dass

t
u(t) = e"Pu z/ A=A, (Y Py ()t
(t) oF i | [u(t)|P u(t)

=:1(t)

=:TI(t)

wobei I: [~T,T] — L? stetig ist, wenn ug € L2, da (e®®);cg eine unitiire
Gruppe ist. Fiir 11(t) benutzten wir (7):

t+h
[TT(t)—II(t+h)| 2 = H/ R )P @) at || S AP full o e =00,
t L2
Die Eindeutigkeit bekommen wir mit dem selben Argument wie zuvor. O

Bemerkung (i) Unsere Argumente zeigen in vollem Umfang die bedingte lo-
kale Wohlgestelltheit, wofiir uns noch die stetige Abhéngigkeit der Losung
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2.3. [L2-Theorie

von den Daten fehlt. Ist némlich vy € L2 mit |lvgllp2 < ||lug||2 so zeigen
unsere Abschétzungen

(1) B
lu—vllLr Lz < cllug —vollrz + TR |lu— llLr (L)

Woraus dann folgt
lu—vllzr (ay < 2¢lluo — vol Lz
Ferner
lu—=vllee L2y S T Nlu—vllzr ey < PR lu—vllzr 22y S lluo—vollz2-

RI-P\ ¢
2c

sich die lokale Losung zu einer globalen Losung

(IS L?O(Lfr) N C(RvLi) N L;,loc(Lg)

-
= éHuOHLgTP. Insofern lasst

(ii) Fir die Lebensdauer haben wir 7' = (

fortsetzten. Wir haben also globale Wohlgestelltheit.

Satz 2 (kritischer Fall)

Es sei up € L2(R") und p = 2 + 1. Dann existiert ein 7' = T(uo) > 0 und eine
Losung u € C([-T,T], L2)N LY., r = p+1 mit u(t = 0) = ug von (NLS). Diese
ist eindeutig in L7, .

Beweis. Zunichst stellen wir fest, dass (r, ¢) mit r = ¢ = p+1 im kritischen Fall
p=1+ %, dh.r=q=2+ %, admissable pair fiir die Strichartz- Abschatzungen
ist. Insbesondere ist u; € L, (global!) definiert durch u;(t) = e"*ug € L7, ,.
Da r < oo ist, gilt also: zu jedem e > 0 existiert ein T = T'(g,ug) > 0 so dass
luil[zy, < e. Fiir ein solches T' betrachten wir wieder

Brr = {f €Ly, | |fllr;, <R}.
R und € werden in wenigen Zeilen gewahlt. Dann schitzen wir ab:
[Aulzr, <e+ c|||u|p*1u||L;/I =+ c||u||prTz < e+ cRP.
Auflerdem fiir

[Au — Av||Lr < cllfulP~ u— |v|p71v||LrT/m < RPN ||lu — U”L%Im.

[N

Hierbei ist die (am Ende in beiden Abschétzungen identische) Konstante ¢ unab-
héngig von T. Wihle nun R = (2C)ﬁ, €= g, dann folgt dass A: Brr — Brr
eine Kontraktion ist.

Zur Stetigkeit der so erhaltenen Losung: Fiir den Duhamel-Term

t+h
[TI(t) = TI(t+h)|r2 = / e COR ()P L)t
t

L2

(T<* p—1 < p h—0 0
S Ml el e,y < lellzpeesm, ey — 0

O
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Bemerkung

Die Teilmengen des Datenraums L?(R™), zu deren Elemente es Losungen glei-
cher Lebensdauer T' gibt, sind im kritischen Fall nicht mehr Kugeln beziiglich
der Norm (mit verschiedenen Radien), sondern die Mengen

{w € L2®RM | "2 uoly, <R}, R>0.

Auf diesen Mengen kann man jetzt dhnlich wie oben wieder die Lipschitz-
Stetigkeit des Losungsoperators zeigen.

Bisher haben wir den globalen Charakter der Strichartz-Abschitzungen noch
nicht ausgenutzt. Dieser kann vewendet werden, um im kritischen Fall globale
Wohlgestelltheit bei kleinen Daten zu zeigen, das bedeutet (vorldufige allgemei-
ne Formulierung): Es gibt ein g9 > 0, so dass fiir alle vy € X mit ||uo|lx < €o
genau eine Losung u € C(R, X)N. .. existiert. Diese hangt stetig von den Daten
ab. Der Beweis dieser Aussage fiir (NLS) mit p = 1 + £ und Daten in L? ist
nach dem bisher Besprochenen nicht mehr schwiergig: Anstelle der Kleinheit des
Zeitintervalls benutzt man die Kleinheit der Daten, um die Voraussetzungen des
Banachschen Fixpunktsatzes zu gewahrleisten. Dazu aber spéater mehr. Mit den-
selben Abschitzungen, die zum Beweis dieser Aussage (also GWP bei kleinen
Daten) erforderlich sind, kann man héufig auch Aussagen {iber das asymptoti-
sche Verhalten der globalen Losungen fiir ¢ — +o00 zeigen, in der Regel ndmlich,
dass sie sich anndhernd wie Losungen der homogenen linearen Gleichung ver-
halten, allerdings mit anderen Daten. Dieses Phdnomen nennt man Streuung,
es erinnert an die Kometenbewegung oder profaner an Billiard. Also zunéchst
einige Grundbegriffe der Streutheorie (engl. scattering theory):

Grundlagen der Streutheorie

Wir befinden uns in der allgemeinen Situation: Gegeben seien ein Datenraum
X und eine globale Losung

ue CR,X)NLX(X)
einer nichtlinearen Wellengleichung

up — ip(—iV)u = N(u) (NLE)
mit Anfangswert ug € X. (Uy,(t))er sei der lineare Propagator.

Definition (Streuzustinde)
Wenn der Grenzwert

Uy = tliglo U,(—t)u(t) (Konvergenz in der Norm auf X))

existiert, so heiflt u4 der Streuzustand (engl. scattering state)(von u) bei +oo.
Entsprechend heifst

u_ = lim U,(—t)u(t) (Konvergenz in der Norm auf X)

t——o0

der Streuzustand von u bei —oo.
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2.3. [L2-Theorie

Bemerkung (i) Ublicherweise ist X ein Hilbertraum (z.B. X = H* oder X =
H?) und (U, (t))ser eine unitéire Gruppe auf X. Das Konzept macht auch
Sinn, wenn X lediglich ein Banach-Raum ist (z.B. X = B3 , oder X = B;yq
mit ¢ # 2) und (Uy,(t))ter eine Gruppe von Isometrien.

(ii) Unter den in (i) genannten Voraussetzungen ist die definierende Eigen-
schaft der Streuzusténde dquivalent zu

0= lim_fus — Up(—tu(®)llx = lim_[U(t)us — u(t)]1x,

d.h. die Losung u des nichtlinearen Problems verhélt sich asymptotisch
(genauer: im Grenzwert t — +00) wie eine Losung der homogenen linearen
Gleichung mit Anfangswert uy bzw. u_.

(iii) Stationére (also zeitunabhéngige) Losungen der homogenen linearen Glei-
chung sind in der Definition der Streuzustédnde durchaus zugelassen, diese
konnten sogar attraktiv sein (d.h. sie konnten Streuzustand fiir eine Viel-
zahl von Losungen u sein). Das ist jedoch nicht das, was man eigentlich
unter Streuung versteht.

Man definiert ferner die Mengen R.., die aus Daten ug € X bestehen, so dass
es eine eindeutige globale Losung u von (NLE) mit u(t = 0) = ug gibt und der
Streuzustand u+ von u bei +o0o existiert. Sowie die Operatoren

Uir: X DRy — X, ug— Ui(uo) = U4.

Definition (Wellenoperatoren und Streuoperator)
Sind die Operatoren UL injektiv, so heiffen ihre Inversen

Wi = Ui_lt Us(Ry) = Ry,us — Wi(ux) = ug

die Wellenoperatoren (engl. wave operators) fiir die Gleichung (NLE). Schlie®lich
setzt man Q4 = Uy (R4 N R_) und nennt

S: Q- = Qpu_ = Su) =Us(W_(u_)) = ug
den Streuoperator (engl. scattering operator).

Bemerkung (i) Die Existenz der Wellenoperatoren schliefit also einen attrak-
tiven Streuzustand aus.

(ii) Es seien uy € X. Dann ist uy = S(u_) genau dann, wenn ein eindeutig
bestimmtes ug € X mit globaler Losung v € C(R, X)NL° (R, X) existiert,
so dass gilt

t_l}gloo Up(—t)u(t) = ux.
Fiir die semilineare Schrédinger-Gleichung mit L2-kritischem Exponenten p =
1+ % kénnen wir die Existenz des Streuoperators in einer e-Kugel um den
Nullpunkt in L?(R™) mit Hilfe der Strichartz-Abschitzungen beweisen (engl.
nonlinear small data scattering). Genauer:

Satz 3
Esseienn>1,p=1+ % und r = p + 1. Dann existiert ein g9 > 0, so dass fiir
alle ug € Be,(0) C L*(R") gilt:
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2.3. [L2-Theorie

(i) Es existiert eine eindeutige Losung
ueCR,L;)NLP(R, L) N LY,
von (NLS) mit u(t = 0) = ug. Diese héngt stetig von wug ab.
(ii) Fiir jedes solche u existieren die Streuzusténde

uy = lim e "Py(t) € L*(R")

t—too

und die Abbildungen
Ug: L2 D B, (0) —» L2
sind injektiv.
(iii) Die Wellenoperatoren
W : Ux(Bz,(0)) = Be, (0)

sind stetig und es existieren offene Nullumgebungen By = U (Bc,(0)),
so dass der Streuoperator S: B_ — By, u_ — S(u_) = u stetig ist.

Beweis. O

An dieser Stelle kann man die Theorie noch etwas verfeinern und entsprechende
Ergebnisse fiir Daten ug € Bqu, 1 < q < o0, zeigen. Fiir ¢ = oo treten gewisse
Probleme auf, z.B. ist die eindeutige Losung nur noch schwach stetig. (Plan-
chon, 2000, zwei Arbeiten zu NLS/NLW, in beiden Daten in B3 , bzw. Bg’q, fiir
s > 0). Aus Zeitgriinden miissen wir auf die Diskussion dieser Ergebnisse hier
verzichten.

Was jedoch auch im subkritischen Fall unméglich ist, ist die Verallgemeinerung
der WP-Theorie auf Daten in H*(R") fiir s < 0, obwohl das scaling-argument
diese Moglichkeit nahelegt. Tatséichlich hat man fiir s < 0 ill-posedness im C? .-
Sinn, das bedeutet: Der Losungsoperator

S:H° DB — C([0,T],H?),up — S(up) =u

(Daten auf Losung) ist auf Kugeln B C H* nicht gleichméfig stetig. (Damit ist
nicht gesagt, dass ein solcher Losungsoperator existiert.) Das (relativ) einfache
Argument zum Beweis dieser Aussage wurde von Kenig, Ponce und Vega in
2001 entwickelt und soll hier im speziellen Fall n = 1 und p = 3 (cubic NLS
in 1D) erlautert werden: Betrachtet wird also das Cauchy-Problem u(t = 0) =
ug € H*(R) fiir die Gleichung

iug 4+ Au+ [ulfu =0 ()

Proposition 1
Es sei s €] — %, 0[. Wenn der Losungsoperator

S: H*(R) 2 B — C([-T,T], H*(R)), ug — S(up) = u

fiir das Problem (*) existiert, so ist S nicht gleichméfig stetig.
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2.3. [L2-Theorie

Beweis. Sei T > 0 vorgegeben. Wir konstruieren ein Folgenpaar ((uy,vn))ven
von Losungen mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Es existiert ein M > 0, so dass [|un(0)]|s,2 < M und |lox(0)]]s,2 < M fur
alle N € N.

(i) Iimy oo [Jun(0) —vn(0)]]s,2 = 0 und

(iii) Es gibt ein g9 > 0 und ein Ny € N so dass ||un(T) — vn(T)||s,2 > o fir
alle N > Ng.

Dann folgt die Behauptung fiir B = Bjs(0). Durch scaling kann hierbei ein
beliebig kleiner, positiver Kugelradius M erzeugt werden. Wir beginnen mit

f(z) == V2sech(x) =>f=f-fP=f-fPfH
fw(l‘) = Wf(wx) :>f¢f.)/:w2fw_ 3;

unw(z,t) = e*it(Nk“’Q)eiN””fw(x — 2tN) 16st cubic NLS.

Das haben wir in den Ubungen nachgerechnet, siche Problem 2 und Aufgabe
6. Der Ubergang von der einparametrigen Losungsschar (U0,w)w>0 zu der zwei-
parametrigen Schar (un )N w>o0 ist moglich aufgrund der Galilei-Invarianz der
NLS. Insofern kann man sagen, dass das nachfolgende ill-posedness-Argument

auf der Galilei-Invarianz beruht. Ahnlich wie die scaling-symmetry die Bedinung

§2> 8. =5~ %1 liefert, fiihrt also die Galilei-Invarianz auf s > 0 als notwendige

Bedinung fiir LWP.
Wir fixieren zunéichst nur den folgenden Zusammenhang zwischen w und N:

wi=w(N)=N"2,
Dann haben wir

]:xuN,w(§7t) _ efit(N27w2)e2itN§ fw(f . N),
N———

d.h. Fpun o (t) ist konzentiert in B,,(N) und das unabhéngig von ¢. Damit ergibt
sich fiir die H*-Norm:
s| 7 g - N
vl = [ (€% |7 (
R w

v fH2)

= N?»u=1.

2
dg

2

- N
d¢ n:%:dézwdn

Jetzt wihlen wir uy = un , N =N — IJVV—;E fir 0 < e < |s| und vy = ug .
Dann gibt es Konstanten 0 < ¢g < M, so dass

g0 < Jlun(0)[ls,2; llow(0)lls,2, lun (T)ls,2, lon(T)

5,25 < Ma
insbesondere ist Teil (i) der Behauptung erfiillt. Ferner haben wir, weil

supp(Frun (T)),supp(Foon(T)) C B, (N) essentially
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2.3. [L2-Theorie

die Gleichung
[un (T) = on (T)[ls2 = N*[lun (T) = vn (T)]|2,

und (bis auf Phasenfaktoren) ist un (7)) = exp(...) fu(z—NT) = exp(...)w f(w(z—
2NT)) und vy (T) = exp(.. Jwf(w(x—2NT)), d.h. un(T) und vy (T) haben fiir
hinreichend grofes N auf disjunkten Mengen? konzentrierte L2-Dichten. Daraus
folgt

lun (T) = on (T)|2 = %(IIUN(T)IIQ +llon(T)]2) = Vw

Also haben wir
Jun (T) — on(T)|ls,2 2 N*Vw > e.

Damit ist (iii) gezeigt. Schlieflich haben wir noch

|UN(O)_UN(O)H3,2NN2S/R’]E <SLN> _Jﬁ(ﬁ;N)
2
— 2s
N /R
E—N

WIN =N [ N cp< &8
<N —// | () Pdnde )
w RJ &N Snw+ N<E<nw+ N

N-N X N
= NN / P /  dedy
w R n

w-+ N

2

dg

£—N

/g F'(m)dn

w

dg

.1 .
= NN = NP [ )P
w Jr

N725
=cN* Ni — eN—2 280
und das ist Teil (ii) der Behauptung. O

Bemerkung (i) Wie im Beweis angesprochen, basiert das Argument auf die
Galilei-Invarianz der Gleichung und damit auf der Struktur der Nichtli-
nearitit N(u) = |u|?u. Betrachtet man andere cubische Nichtlinearititen,
so ist LWP in H%(R) mit s < 0 moglich, und zwar fiir (siehe [9])

Ni(u) = u® sowie No(u) =u°, s> 13

N3 (u) = |u*u = @*u, s> —%

(untere Schranken méglicherweise technisch bedingt. s, = 2 — = = —

(ii) Das Argument ist verallgemeinerbar, sofern man iiber (halbwegs) explizite
und stark konzentrierte Losungen (wie die sech-solutions) verfiigt. Das ist
der Fall bei (NLS)

iug + Au+ |[ulPlu =0

2pamlich: B1 (2NT) und B (2NT)

w
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(iii)

(iv)

in einer Raumdimension, p €]1, 5[ und bei positivem Vorzeichen (focusing
case, die Energie ist moglicherweise nicht definiert). Hier hat man also ll-
posedness below L?. Im defocusing case stehen solche Losungen nicht zur
Verfiigung, man verwendet Naherungslosungen, um zum selben Ergebnis
zu gelangen, und das Argument wird deutlich aufwéndiger (siehe [3]).

Relativ leicht ist eine Modifikation (ebenfalls von Kenig, Ponce und Vega)
der obigen Rechnug auf eine komplexe Version der mKdV-Gleichung. Dort

wird C9 .illposedness fiir complex mKdV in H*(R) fiir s < 1 gezeigt.

1
Fiihrt man diese Uberlegungen weiter, hat man die selbe Aussage fiir

mKdV selbst. Wird das dann noch mit der Miura-Transformation
v vy + M =

0 irillposedness fiir KAV in H*(R), sofern s < —32
ist. (Alles in Kenig, Ponce, Vega, 2001 und [3]).

verkniipft, erhilt man C°

Wir finden also bei einer Reihe wichtiger nichtlinearer dispersiver Glei-
chungen (insbesondere in einer Raumdimension) eine betréchtliche Liicke
zwischen der Vorhersage aufgrund der scaling-Heuristik einerseits und dem
bestmdoglichen Ergebnis, was die gleichméfig stetige Abhéngigkeit der Lo-
sung von den Daten umfasst. In dieser Situation hat man im Prinzip zwei
Méglichkeiten fiir weitere Untersuchungen:

(a) Man geht zu einem schwicheren Begriff von Wohlgestelltheit iiber
und verlangt nur die Stetigkeit oder schwache Stetigkeit des Lo-
sungsoperators. Dieser Weg wurde eingeschlagen von Koch und Ta-
taru (2006, 2010) und von Christ, Colliander und Tao (2006). Bis-
her erreicht: A priori-Abschétzungen und Existenz von Losungen in
C([-T,T],H*(R)) bei Daten in H*(R) mit s > —1 (bei cubic NLS
in einer Raumdimension), desgleichen fir mKdV (s > —31), KdV
(s > —1) (Koch et al.). (Aufwindig. Work in progress. Den gesamten
Stand der Dinge konnen wir hier leider nicht darstellen.)

(b) Die zweite Moglichkei besteht darin, die H®-Skala zu verlassen und
andere Datenrdume zu betrachten. Die Kenntnis der Fefferman-Stein
Abschétzung (fiir n = 1)

- )
le™®=uo|| s, < lldoll

unter der Voraussetzung % = % und % < % legt die Vermutung des
Datenraums

X =I; = {uo € S®) | ol 7z = ol ,» < o0}

nahe.

Bemerkung (i) Diese Rdume verhalten sich unter Skalentransformationen

wie L" und damit wie H?, sofern s — % = —% ist. Der fiir cubic NLS inter-

essante Bereich s €] — £, 0[ entspricht also auf der L7-Skala dem Intervall

% €] %, 1[. Der kritische Raum wird L!, das sind temperierte Distributionen
mit beschrinkter Fourier-Transformierter.
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2.3. [L2-Theorie

(ii) Die Hausdorff-Young Ungleichung
171

zeigt: Fir 1 < r < 2ist L™ C ﬁ mit einer stetigen Einbettung, d.h. in
diesem Bereich ist der hat-space sogar der grofere Raum. Da Hausdorff-
Young auch fiir die inverse Fourier-Transformation gilt, kehrt sich diese
Einbettung fiir r € [2,00] gerade um. Mit Hilfe von (Hausdorff-Young
und) Fefferman-Stein konnen wir zeigen:

v Sfllpr, fir1<r <2

Proposition 2 -
Sei % < r < 2. Dann ist das Cauchy-Problem u(t = 0) = ug € L" fiir die cubic
NLS

iy 4 Uge = F|ulPu

(in einer Raumdimension) lokal wohlgestellt.

Beweis. (zu finden in Cazenave, Vega, Vilela, 2001). Hier eine Skizze: Es seien
By i={ue C(-T,7), 1) N L¥, | |ul < R}

mit

[ull = sup [lu(t)lz + llullLz,
t|<T

il
und .
Aut) = €@y TiGE), G(t) = / =102 4y (1) 2y () dE
0
Dann hat man

Heita

2 ) 2, N
“uoll 7z = e o | v = lldol| e = lluollz>

sowie

r

a2
e ul| 3 < lluol

aufgrund der Abschétzung von Fefferman und Stein. Die Nichtlinearitét schét-
zen wir folgendermalfen ab:

t
sup [|G(?)[|z= = sup II/ el wzlﬂ(t')l%(t')dt/llﬁ
t|<T it<T  Jo

Minkowski

T
< e Pue)
0
ny. T .
S [ IOl ST fuly,
Ferner:

T
sy gl 2
IG(#)||Lr < /0 =% () Pu(t) || g dE’

st T
< () Pu()| z=dt" S T [fulf3;
< fy ML < Yllzy,
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Ahnlich die Differenzabschiitzung. Dann R = 2¢|ug|| 5, ¢ die grofte auftretende
Konstante, anschliefend 7" hinreichend klein. Zur Stetigkeit der Losung: Appro-
ximation durch glatte Losungen oder duale Version von Fefferman-Stein. Fiir
den Rest sind keine neuen Argumente erforderlich. O

Bemerkung (i) Kann auch fiir r > 1 gezeigt werden, erfordert allerdings neue
Argumente.

(ii) Die Situation fiir den kritischen Fall = 1 ist unklar. L! enthilt verschie-
dene interessante (abgeschlossene) Teilrdume, z.B.

(a) endliche/komplexe Mafe, z.B. dp: starke Formen der ill-posedness
(nonexistence oder nonuniqueness fiir dy),

(b) Fourier-Transformierte in Cy(R),
(c) 2 L'(R).

2.4 Die lokale H*-Theorie, s > 0

Wenn wir die bisher entwickelte L?-Theorie auf H*(R"™) mit s > 0 verallgemei-
nern wollen mit dem Ziel, grofere Exponenten p > 1 + % zulassen zu koénnen,
stoflen wir auf das Problem, Terme der Form

||u|P~ |5, oder allgemeiner | N (u)]|s.q
bzw. zum Nachweis der Kontraktionseigenschaft
[N (u) = N(v)lls,¢
abzuschétzen. In der Tat will man fiir
t
Au(t) = e Pug Fi / AN (u(t'))dt!
0
zeigen, dass A: Brr — Bprr eine Kontraktion ist, fiir
Bar = {ue Ly(Hy) | ullig omgy = 17l oy o) < R}
und nach Anwendung der Strichartz-Abschétzungen ((r, ¢) Schrédinger-admissable)

hat man

[ Aul

Ly S lluolls,2 + HN(U)||L9’(H;/)

und der zweite Summand lautet ausgeschrieben

T 4
IN Gy s = ( /17 N(u)HLg/dt) ,

so dass man fiir die innere Norm (bei festem ¢) genau solche Terme verarbeiten
muss, wie oben genannt. Fiir s € N kann man Sobolev-Normen (im engeren
Sinne) verwenden, d.h. man hat

IN@lsq ~ D IVEN @ Lo,

la|<s
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2.4. Die lokale H®-Theorie, s > 0

wobei mit Ketten- und Produktregel

||

VN (u) = Z Z cj,BiN(j)(U)Vﬁlu o Vhiy
I=0L, 1Bil< el

und iiber jeden dieser Summanden kann man sich dann mit Holder- und Sobolev-
Ungleichungen hermachen. Das kann kompliziert werden, ein wesentliches Pro-
blem entsteht aber eigentlich nur dann, wenn die duffere Funktion N nicht hin-
reichend oft differenzierbar ist. Fiir s ¢ N benotigt man Ungleichungen, die ein
dghnliches Vorgehen erlauben, z.B.

Satz (generalized chain rule)
Es sein =1, s €]0,1], r,71,7r2 €]1, 00[ mit % = % + % Dann gilt

D" N (u)l[Lr S IN" (@)l || D] ul[ L7 -
Zu finden ist das in Kenig, Ponce, Vega, 1993, Appendix. Theorem A6.

Bereits fiir Produkte ist eine entsprechende Ungleichung keineswegs einfach.
Soweit uns bekannt, ist das erste derartige Ergebnis das folgende:

Satz (Kato-Ponce commutator estimate (1998))
H~78(f9)*f(~759)||Lv(Rn) N ||vf||L°°(]R") ||jSilg”LP(]R")+||jsf”LP(R")HgHLOO(]R")
Etwas handlicher ist die folgende generalized oder fractional Leibniz rule:

Theorem 1
Esseien s > 0,1 <r <oo, 1< p1,p2,q1,q2 < 00, so dass % =
und ps,q; < co. Dann gilt

:L_A'_L

1
D2 q1 q2

1
o T
”js(fg)”LT(R") < Hf”LPl(]R")”jsg”LPz(]R") + HijHL‘H(]R")HQHL‘I2(R")~
Eine entsprechende Abschétzung mit Z° anstelle von [J° gilt unter den selben

Voraussetzungen.

Bemerkung
Abschétzungen dieser Art, insbesondere fiir gewisse r < 1 sind bis heute Gegen-
stand der Forschung. Siche etwa [13], oder [8].

Wir wollen im folgenden einen vergleichsweise einfachen Fall von Theorem 1
beweisen, ndmlich

(i) die inhomogene Version mit J* (nicht mit Z*%), und diese

(ii) unter der zusétzlichen Voraussetzung, dass 1 < r,p1,p2,q1, e < 00.

Dieser Beweis bendtigt im wesentlichen zwei Hilfsmittel, die wir kurz wiederho-
len mochten:

(i) Den Satz von Littlewood-Paley: Fiir 1 < p < oo ist

£l ~ <|Pof|2+ > |PAKf|2>

N
Ke2 ®
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bzw.

1£lls,p ~ <|P0f|2+ 3 |KSPAKf|2>

Ke2N
€ P

als dquivalente Norm auf H; (unter derselben Voraussetzung 1 < p < 00).
Hierbei:

Pag = Y+ = coF 1 F  mit

supp(ihy) € € € B [ 120 < [€] < 2} e = (),
d.h. Yi(x) = K" (Kx), und

Py=¢x = cn}'_lé}' mit

supp(¢) € {¢ € R" | [¢] < 1}, ¢, 4y radial, C°,

sodass Py f + Z Pag f = f mit Konvergenz in S'(R");
Ke2N

P =P+ Z Pan, Pax= Prx + Pak + Paok (= Pak = Pak Pak)
L<K

P = ¢ * mit supp(¢r) C {€ € R™ | [§] < 2K}, ¢x € O, radial.

(ii) Die Hardy-Littlewood-Maximal-Funktion, definiert fiir f € L, (R™) durch

1
Mf(x) = Sup][ |f(y)ldy = sup 5., / |f(y)ldy,
R>0JBp(z) Rr>0 20 R" o)

dies ist ein beschrankter sublinearer Operator auf LP(R™) sofern 1 < p <
00, d.h. wir haben

M fllLe < cpllfllLe, falls 1 < p < oo.

(Vorlesung Harmonic Analysis, Abschnitt 2.4.2, Satz 3; oder [6], Theorem
2.1.6). Ferner gilt fiir K € L'(R™) mit radial fallender Majorante K &
LY(R™), dass .

|| | fl(2) < el| Kl M f ().

(ebenda, Satz 4, oder in [6], Korollar 2.1.12)

Damit ausgestattet, kommen wir zum

Beweis der einfachen “generalized Leibniz rule”> (i) Vorab stellen wir fest, dass
fiir ein beliebiges f € H,

1 lls.p = [Pofllsp + [|(id = Po) flsp mit
1Pofls.p SUPLlp S s * Fllp < N01alfllp S N1 fllp und
IGd = Po)fllsp SO 1K Pag(d — Po)f2)2 ],
Ke2No
<N K Pak(id — Po) f12)2 ],
Ke2z

< I Gd — Po)fly < 111,
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Oder kurz: || fllsp S I fllp + |27 fllp, andere Richtung gilt auch (natiirlich
fiir s > 0), so dass man sagen kann

HS = L" NI,

wenn man ignoriert, dass die Objekte in H; eigentlich andere sind als die
in H?.
p

(i) [1Po(fDlls.r S NFgllr < A1 fllpillgllp. < N1fllpy | T*gllp, und wir miissen im
folgenden nur noch [|Z°(fg)||, abschétzen.

(iii) Zerlegung von fg in ein sogennantes Paraprodukt:

f9=(Pof)(Pog) + (Pof) Y (Pakg) + Y, (Paxf)(Pog)

Ke2N Ke2N

+ > (Pak,f)(Pax,g) = T+I1+11+%
Kl,KQEQN

wobel wir sofort abschatzen konnen:

[ (Pof)(Pog)lls,r = 1PL((Pof)(Pog)lls. S II(Pof)(Pog)llr
< Pofllp 1 Pogllps S 1 fllpallgllps -

(iv) Abschédtzung von II (bzw. III, beachte Symmetrie in f und g): Den Term
fir ¥ = 2 kann man nochmal wie in (iii) abschétzen. Fiir den Rest hat
man )

> (Pakf)(Pog) = Y Pax(Paxf)(Pog)

Keal Keal
K>4 K>4

und die H?-Norm hiervon verarbeitet man by duality:

[ Z Par(Pak )(Pog)lls.r

Ke2N
K>4

SIZ* Y- Pak(Paxf)(Pog)lls

Ke2V
K>4
= sup | [ h(x)Z® Z Pak(Pak f)(Pog)dz|
heS(R™ R™
<t Key

und das Integral kann fiir ein solches h wiederum abgeschétzt werden
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2.4. Die lokale H®-Theorie, s > 0

durch
| [ (Z°h(x)) > Pax(Paxf)(Pog)da|
R N
Ke2
K>4
3 [ (PaRTH) () (Parcf) (Pog)dal
Kean TR
K>4
= > (K PagZ*h)(z)(K*Pax f)(Pog)da|
]Rn N
Ke2
K>4
C.S.
< / ST KT PAkT h(x)|?)2 (Y [K Pag f(x)[?)?| Pog(z)|dz
" Ke2N Ke2N
Holder s < s on 1
IO B PaZh?) 2| - 10D 1K Par )%, | Pogllgs
Ke2N KeoN
wobei

—s D g i s
(D K ParT*h) |l S IZ°0ll e < 0l <1
Ke2N
s 1
(> 1K Pakc )2 oy S I/ lsan
Ke2N
1Pogllas < 119llgz-

(v) Zerlegung von X: Wir schreiben

S= )+ >+ Y (P N)(Pakg) = i+ e +
Ki,K2e2% Ky, Kpe2" Ky, Kpe2"
K <52 Ki~Ka Ko< B
mit
S1= ) (P f)(Para9) = ) Par((Pf)(Paxg))
Kpe2N Ke2N

und

Yo = Z Pirc((Pax f)(Pakg))-
Ke2N

Gegebenenfalls schitzt man den Beitrag fiir K = 2 gesondert ab. X3 ent-
steht aus 31 durch Vertauschung von f und g, ist also genauso zu behan-
deln.

(vi) Abschitzung von 3y by duality. Dazu sei h € S(R™) mit ||h|» < 1. Dann
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2.4. Die lokale H®-Theorie, s > 0

haben wir

| (2)I°% (x)dz| = |/ Z Pak(( (P f)(Pakg))dz|
R" =

=1 > / SPAKISh)(JJ)P%f(x)KsPAKg(x)dx‘

Ke2N
/ > K PakTh(x )2)% sup [Py f(a N K PaxTig(a)] 2)ide
" Kean Ke2t KeoN
SIZh g @)lpr 191l 5,2

Fiir den mittleren Term beachten wir Px f = ¢ * f, o (z) = K"¢1(Kz),
¢1 € S(R™) radial, so dass wir ohne Einschrdnkung ¢y als radial fallend
annehmen kénnen. Dann ist

\Prcf (@) S ol M f(x) S Mf(2),
unabhéngig von K, so dass supgeon |Pr f(2)] S M f(z) und also

| sup | Prc f(2)|llp, S WM Fllpy S N Fllps-
Ke2N

Zusammenfassen liefert fiir den Beitrag von X die obere Schranke ||h|, || flp, |g]ls,p. <
£ llp NIl s.p2-

(vii) Abschétzung von X3. Dazu beachten wir, dass wir Py3s oben bereits ab-
geschiitzt haben und setzen Qi = Py — Py. Flir h € S(R™) mit ||hl|,» <1
erhalten wir dann

[ h@)Ta = P)Raedel = | [ Tha) 3 Qul(Pars)(Paxg)ia

Ke2N
=Y | K *QxT°h(x)K*Paxf(x)Parg(x)dz|
Kean VR”
c.s .
<[ s [KQuTh@(Y 1K Parf @)Y [Parg(@))ids
R Ke2t Kean Kean

Mit Hoélder und Littlewood-Paley ist dies wiederum

S I sup [K°QiZh() [l [ f 5,1 191l qs »
Ke2N

wobei R .
QrT°h = F H¢x — ¢0)|E]*Fh = (Z°(¢x — o)) * h

sodass wie dies wieder ohne Einschrinkung als radial fallend annehmen
konnen. Mit ||Z8¢ k|1 S K*® ergibt die Maximal-Funktions-Abschéitzung:

| supgeon |[K*QrZh(2)|||; < |||l < 1 und damit die Behauptung.
O

Wenn wir jetzt Strichartz-Abschédtzungen einerseits und andererseits fractional
Leibniz und Sobolev-/Hélder-Ungleichungen miteinander verbinden, kénnen wir
das folgende Ergebnis zur LWP erzielen:
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2.4. Die lokale H®-Theorie, s > 0

Satz 1
Es seien p > 1 ungerade, s > s, = 5 — p%l, ug € H*(R™) und r» = p + 1, sowie
n n 2

% =% — ;- Dann existiert ein T' = T'(u) > 0 und eine Lésung

we C([~T,T),H*) N L (H;)

von (NLS) mit Exponent p und u(t = 0) = ug. Diese ist eindeutig in Li.(H})
und die Abbildung Daten auf Losungen ist stetig.

Bemerkung (i) Im subkritischen Fall ist T' = T'(||ug||s,2), und der Losungs-
operator ist Lipschitz-stetig auf Kugeln im Datenraum H*®(R"™).

(ii) Im kritischen Fall héngt T" = T'(ug) in folgender Weise von ug ab: Zu
R > 0 gibt es ein T' > 0, so dass fiir alle

Ug € DT,R = {UO S Hs(Rn) | ||6itAU0|‘L%(H;) < R}
eine Losung u mit Lebensdauer T existiert. Auf diesen Mengen ist der
(jeweilige) Losungsoperator Lipschitz-stetig.

(iii) Globale Losungen bei kleinen Daten und nonlinear small data scattering
lassen sich in &hnlicher Weise (Auch im subkritischen Fall s > s., sofern
p>1+ % ist) zeigen.

Da die Argumente fiir den subkritischen Fall (bis auf die Verwendung von ge-
neralized Leibniz) Gegenstand von Problem 9 der Ubungen sind, beschriinken
wir uns hier auf den

Beweis fiir den kritischen Fall: O
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Kapitel 3

Die Fourier-Restriktions-
Norm-Methode

Die Fourier-Restriktions-Norm-Methode wurde 1993 von Bourgain entwickelt,
dhnliche Ansétze gab es aber ebenso bei Klainerman-Machedon im selben Jahr.
Es handelt sich dabei um eine Methode zur Behandlung des allgemeinen Cauchy-
Problems u(t = 0) = ug € H* fiir die Gleichung

up — i(—iV)u = N(u)

mit reeller Phasenfunktion ¢: R® — R. Die Losung des homogenen linearen
Gleichung sei wieder mit U, (t)uy bezeichnet, als Fourier-Multiplikator

Uy(t) = F, te™ O F,.

U,(t))icr ist eine unitéire Gruppe auf jedem H*®-Raum.
%)

3.1 Die Bourgain-Raume X,

Zunéchst definiert man fiir s,b € R den anisotropen Sobolev-Raum H,; :=
{ue R XxRy) | |ullg,, < oo} mit Norm

lulfy, = [ (€ Fule n)Pdgar

Rn+1
wobei F die Fourier-Transformation in Raum- und Zeit-Variablen ist. Anisotrop
bedeutet: Unterschiedliche Ableitungsordnungen auf verschiedenen Variablen,
hier fiir « einerseits und ¢ andererseits. Fiir die Behandlung (teilweise) periodi-
scher Probleme — ug € H*(R® x T"~%) — muss H,; etwas modifiziert werden.
Man setzt:

Hop=4u€S' R xR | Vk€{(0,...,00} xZ" ¢ x {0} : Torpuu = u, |ullg,, < oo
N———— ’
£-mal
mit
falfr, = [ 3 (€ e b
X

kezn—¢
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3.1.

Die Bourgain-Rdume X,

Definition
Sei ¢: R — R eine Phasenfunktion und (U,(t))icr die zugehorige unitére
Gruppe. Dann heifst

Xop = Xop(p) = {u € SRy xRy) | |Jullx,, = [Up(—)ulla, , < o0}

der Bourgain-Raum oder X, j;-Raum zur Phasenfunktion ¢ und den Sobolev-
Exponenten s,b € R.

Bemerkung (i) Explizite Darstellung der Norm: Wir haben

(iii)

Folg(=tyu(-,1)(€) = "?© Fru(, t).
Anschlieftende Fourier-Transformation in der Zeit ergibt

FUp(—)u(€,7) = Fu(&, 7+ ¢(§)).
Einsetzen in die Definition der H;;-Norm ergibt
lull%, , :/]R +1<£>23<T>2b|fu(§,r+ ©(&))[2dedr

= [ @ = ) IFule. 7 Pagar

Modifiktaion fiir (partiell) periodische Probleme: Hier verlangt man fiir
u € Xgp, dassu € S’ (R} xR;) liegt und in den Variablen (z.B.) zs41, ..., 2,
periodisch ist (wie oben fiir Hy ). Die Norm nimmt dann die etwas ver-
dnderte Gestalt

[l

o= [ 2 R ol )V Fu(e ) Pagar

kezr—*

an. (Kann man auch als Integral nach einem Produkt aus Z#hl- und
Lebesgue-Maf wieder etwas einfacher schreiben.)

Eine Interpretation des gemischten Gewichts (7 — ¢(£))®: Betrachten wir
die Fourier-Transformation einer Losung u(z,t) = U,(t)uo(x) der homo-
genen linearen Gleichung (sog. freie Losung). Hierfiir ist

Fou(é,t) = e O q,(¢)
und also

Fulé,) = (Fre™ " Oig(€))(7) = do(7 — ¢(€))a0(€)

d.h. Die Fourier-Transformierte dieser Losung hat ihren Tréger im Gra-
phen G, C R"*! der Phasenfunktion ¢, das ist eine n-dimensionale Fliche
(oft: C°°-Untermannigfaltigkeit) im R™. Im Fall der Wellengleichung (im
engeren Sinn, d.h. p(§) = |¢| bzw. ¢(§) = —|{]) ist eine Interpretation
des Fourier-Multiplikators F~1(7 — |¢|).F als Richtungsableitung, genau-
er: als Normalenableitung an diese Flache moglich. Betrachten wir dazu
©(&) = [¢], so dass supp(Fu) C {(¢,7) €e R"™! | 7 =[¢]} = C4, dem sog.
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3.1.

Die Bourgain-Rdume X,

Vorwdrtslichtkegel. Auf C, sei ein Punkt (&g, 1) fixiert, und Cy sei auf-
gefasst als Nullstellengebilde von ¢(¢,7) = |£| — 7. Dann ist die Normale
an C4 (bis auf Vorzeichen und aufierhalb des Nullpunkts) gegeben durch

) = V&#ﬁ(ﬁﬁ)
YT = G

wobei Ve 19(€,7) = (Vew(€), =1) = (&, —1) mit [Ve 19b(€,7)|* = 2. Also

ist v unabhéngig von 7 und zwar

e = (&
V(faT) - (g) \/§(|€\’

das ist tatséchlich der &ufere Einheitsnormalenvektor an Cy. Die Rich-
tungsableitung WO&J) in der physikalischen Raum-Zeit ist gegeben durch

1),

O e v, - Sy
ot &) Ve = g Ve )
Ist dann f € S(R™™1), so ist
0 _ &S g
f(?V(é-())f(f’T) - \/5(‘€0| T)f(€77-)

und in (€, 7) = (&, 70) ergibt sich tatséchlich der Multiplikator %(|§0| —
7p). Fiir andere Phasenfunktionen trifft diese Anschauung wegen der un-
terschiedlichen Ableitungsordnungen jedoch nicht zu.

Isomorphismen: Offenbar ist der Bessel-Potential-Operator J7: X;; —
Xs—o,p €in isometrischer Isomorphismus. Definiert man ferner

AP = F N7 = () F: Xop = Xopop,

so ist dies ebenfalls ein isometrischer Isomorphismus. Insbesondere ha-
ben wir X, = L2, (via J*Ab), und damit handelt es sich bei X, um
einen separablen Hilbert-Raum. Als Hilbert-Raum ist X, ; in natiirlicher
Weise sein eigener Dualraum. Andererseits ist man fiir Normabschétzun-
gen am Dualraum beziiglich des L2,-Skalarprodukts interessiert. Hier gilt
X _s_p = X;b im folgenden Sinn: Durch

¢ X b= Xipv e 6(v)

definiert durch
o(v)u] = / (T*AP)(T A~ bu)d !
]Rn«l»l

ist ein isometrischer Isomorphismus gegeben. Dies erlaubt fiir hinreichend
glatte Funktionen (abhéngig von s,b) die Abschétzung

lullx., = sup / vudA" T
B UES(R7L+1) Rn+1

lollx_, _, <1

S,
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3.1. Die Bourgain-Riume X,

Des weiteren ist per Definition
Up: Hop — Xop, Upu(x,t) = Uy(t)u(x,t)

ein isometrischer Isomorphismus, und schliefslich bildet die Fourier-Transformation
(in Raum und Zeit)

Fr Xop = LE L ((€)°(1 — 0(€)) dX"T)

isomorph und isometrisch ab. An dieser Stelle sei hervorgehoben, dass
— ebenso wie bei H® = H5 — die X ;-Normen nur von der Gréfe der
Fourier-Transformierten abhéangt, d.h. wir haben

lullx.., = 17~ Fulllx.

und |Fu| < |Fo| = |jullx,, < |v]
dies eine erhebliche Vereinfachung.

X, Fir viele Rechnungen bedeutet

(v) Interpolation: Der zuletzt genannte Isomorphismus hat zur Folge, dass
X, die Interpolationseigenschaften des gewichteten LéT—Raums erbt. Ins-
besondere gilt:

Proposition 1
Es seien sg, s1, 8, bo, b1,b € R, so dass fiir ein 6 €]0, 1] gilt: s = (1 — 0)sg + 651
und b = (1 — )by + 0b;. Dann ist

Xs,b = [Xso,bm XSlgb1]07

wobei [, ]9 die komplexe Interpolationsmethode bezeichnet. Neben der Unglei-
chung |lul|x,, < HUHZ: v [l &Sl,bl (vgl. Aufgabe 15), die man mit der Holder-
schen Ungelichung auch zu Fuf beweisen kann, umfasst dies die folgende Aussa-
ge: Sind Ey, E1, Fy fiir 6 €]0, 1] Banach-Raume, so dass ebenfalls [Ey, F1]p = Ep
gilt (z.B. L?, gemischte L} L%- oder Sobolev-Raume H,...) und fiir i € {0,1}
T;: Xs, b, — E; stetige lineare Abbildungen mit ||Ti||Xs,»,bi—>E7¢ < M;, der-
art, dass T0|X50ybom(%b1 = T1|X30,b0r7X51,b1 = T, so besitzt T eine (eindeu-
tig bestimmte) stetige lineare Fortsetzung Tp: Xy, — Eg mit | Ty||x, ,—r, <
Mol_er . Desgleichen fiir lineare Abbildungen T;: E; — X, p,. Fiir die kom-

plexe Interpolationsmethode gilt auch die Verallgemeinerung auf multilineare
Abbildungen

,Ti:Xs“,b“ Xoeee XXS““(,M —F;, 1€ {0,1}
wobei ebenfalls die Rollen der X- und E-Raume vertauscht werden kann.

Bemerkung (vi) Aquivalenz von Normen: Es seien 1, p2: R® — R Phasen-
funktionen. Dann gelten:

(a) Ist supgern [@1(£) — w2(§)] < 00, soist ||+ [Ix, ue) ~ I - [0 0(00)-
(b) Sind die p; stetig, supgcgn [1(§) — w2(§)] = 0o und b # 0, so ist die
Ungleichungskette

1
E”uHXs,b(tpl) < ”u”Xs,b(tPQ) < C”u”Xs,b(tpl)

fiir jedes ¢ > 0 falsch.
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3.1. Die Bourgain-Riume X,

Beweis. zu (a): Wir haben

(T=¢1(8)) ~ 1+ |7 = 01(O)] < 1+ [p1(&) — w2 (&) + |7 — p2(6)]
S+ |T = 28] < o = a(€))

mit ¢ = 1+ 8upgcgn [p1(£) — p2(§)[- Anders herum genauso. zu (b): 0.B.d.A. sei
v2(£) = 0 und ¢;1(&) =: (&) unbeschrankt. Dann wihlen wir eine Folge (& )k
in R™ und eine Funktionenfolge (uy ) mit

]:uk(é-77—) = X]—l,l[(T)XB% (Ek)(é—)k%7 so dass
[kl o, = ullxo,(p2) = ¢ > 0.
Andererseits ist

oo, falls b >0

b
~ —
[ullxo (o) ~ 10(&k)] {0, falls b < 0.

Fiir s # 0 benutzt man jetzt den Isomorphismus 7°. O

Bemerkung (i) Ist die Phasenfunktion ¢ beschrénkt, so ist also X, ;(p) =
Hy, mit Aquivalenz von Normen. Ferner machen die X s,p-Normen keinen
Unterschied z.B. zwischen einer Wellengleichung (im engeren Sinn) mit
©(&) = £|¢| und einer Klein-Gordon-Gleichung mit ¢(&) = +1/m? + &2
oder einer eindimensionalen Schrédinger-Gleichung mit ¢(¢) = —£2 und
der entsprechenden Halbwelle einer Boussinesq-Gleichung, fiir die p(§) =

—|&]\/1 + |€]? ist.

(ii) Ist fiir eine Phasenfunktion supgcg [p(§) + ¢(—§)| = oo, also der Gerade
Anteil von ¢ unbeschrinkt (wie z.B. bei der Schréodinger-Gleichung), so
ist fiir b# 0

[[ul

x., 7 |4l
denn wir haben Fu(¢, 7) = Fu(—¢, —7) und daher

Xsb

= [ (607 — o) Ful—g, —r)Pdedr
= [ el Fu(E ) Pagar = uli,

fiir (&) = —p(—&). Also bedeutet supgcg [0(§) + p(—§)| = oo, dass die
Differenz der Phasenfuntionen ¢ und ¢ unbeschrankt ist. Diese einfa-
che Beobachtung schlégt sich nieder in unterschiedlichen Ergebnissen fiir
Nichtlinearitdten gleichen Gerades aber verschiedener Struktur, z.B. bei
NLS mit N(u) € {u3,u2ﬂ, 62u7ﬂ3}7 S0.

Als néchstes wollen wir uns mit einem Lemma befassen in dem einige einfache
Einbettungen fiir X;,-Rdume gezeigt werden, die noch unabhéngig von einer
speziellen Phasenfunktion () sind:

Lemma 1 (Einfache Einbettungen)
Fiir alle s € R gilt mit stetigen Einbettungen:
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3.1. Die Bourgain-Riume X,

(i) Xsp C C(R,H*(R™)) N L (R, H*(R™)) sofern b > 1,
H 1

(i) Xsp € LY(R, H*(R™)) sofern b > 2 — 1 und 2 < p < oo,

p

(iv) LY(R,H*(R")) C X,p falls 1 <p <2und b < 5 — o

Beweis. Ohne Einschréankung konnen wir s = 0 voraussetzen, ansonsten kann

man wie vorhin den Isomorphismus J° benutzen um auf s = 0 zu gelangen.
Auklerdem folgt (iii) aus (i) und (iv) aus (ii) by duality. Zu (i): fir s =0

sup [t} = sup [ [ Fou(€.dg
teR teR n

2
< /R sup | Fou(e, 1)2de

n teR

5/

< / / Fule, ) 2(r)drde = e ull?y,,
n JR

2

/R Fu(e, r)|(r)o(r) "bdr| de

Wegen b > % konvergiert das eine Integral nach der Anwendung von Cauchy-
Schwarz und gibt ¢;. Anwenden dieser Argumentation auf Uy, (—-)u anstelle von
u ergibt wegen ||Uy(—-)ull2 = ||ul|2 die Normabschétzung in (i). Die Stetigkeit
folgt daraus, dass z.B. S(R"*!) dicht in X, liegt.

Zu (ii): hier gilt

lullzpezy < llellzwry = Mlu@ )lepllee S Mule mpllez = llullm@,,

sofern b > % — %. Mit U, (—-)u anstelle von u folgt wieder die Behauptung. [

Satz 1 (Transferprinzip)
Es seien 0,01,...,0, € R und m: H*(R") x -+ x H7*(R") — H(R"™) ein
stetiger k-linearer Operator und fiir ein b > % definieren wir

M: Xoy (1) X - X Xopp(pr) = Ci(R, H7(R™))

M(uy, ... uk)(t) = m(uy(t),...,ux(t)).
Ferner sei Y C §'(R? x R;) ein Banach-Raum, so dass fiir allea € Rund u € Y
gilt [[e"ully < cllully (gleichméfig in a) und fiir f; € H (R") und s; < o;
(1 <i < k) die Abschitzung

k
||M(Ut,01f1a-"7U§0kfk)||Y 5 H ||fl

i=1

Si,z' (STE)

erfiillt ist. Dann gilt fiir alle (uy,...,ux) € X, p(p1) X -+ X X0, p(pr), dass

1
Xe; (i) b> 5

k
1M (ur, )by S T el
=1

Aufserdem ldsst sich M in eindeutiger Weise zu einem stetigen linearen Operator
M: X5, (1) X -+ x Xo, 1(0r) = Y fortsetzen.
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3.1. Die Bourgain-Riume X,

Beweis. Wir setzen g; = FiU,,(—)u;. Da u; € Xq, 5(pi), b > %, sind ¢g; €
LL(R, H°(R™)). Dann ist

ui(t) = Uy, (t)Uyp, (—t)ui(t) = cUs, (1) / " FiUp, (=T )us(7)dr
R
= cU,, (t) /Rei”gi(r)dr
Daraus folgt dann
M(ug,...,ug)(t) =cm (/}R eitTU@1 t)g1(r)dr,..., /R e”Tka (t)gk(r)d7'>

= C/k m(Ug,l (t)gl(T1)7 ey U<,0k (t)gk(Tk)) 6it(Tl+'..Tk)dTl e di.
R

=M Uyp; 91(71)s--,Ugy, g1 (T1:)) (£)

Womit wir als Abschéitzung fir M (uy, ..., u;) bekommen, dass

[ M (ur, ..., uk)lly < c/k MUy, 1(71), - -, Upy gi (7))l ydry - - - i
R

(STE) k

S / TT19: (7)o, 207 ) 2 - - iy
=1

k
tew =] llui
i=1

C.s.
S H ||]:t_19i|

=1

Xs;b(pi)

O

Beispiel
Im Fall £k = 1 konnen wir das Transferprinzip anwenden fiir die linearen Ab-
schitzungen, die wir fiir die Schrédinger-Gleichung bewiesen haben: Fiir b > %
haben wir dann Xo;, C LY(LZ) wenn (p,q) admissable ist. In aller Regel gilt
sogar

Xop C ﬂ LY(LY).

(p,q) admissable

Und wir haben auch schon bilineare Abschétzungen gesehen, die sich zu

1, _ 1
n=1: |I1Da]Z(wt)llz, S llullxos 0l x00 0> 5
1 1 n—1
n>2: |||D1|2(UU)||L3” 5 ||u| Xsb ‘UHXO,b? b> 57 s> 2
iubersetzen.

Wir steuern jetzt auf einen allgemeinen Existenz- und Eindeutigkeitssatz zu, der
unabhéngig von der Phasenfunktion und der Nichtlinearitét formuliert und be-
wiesen werden kann. Alle spezifischen Eigenschaften einer Gleichung werden da-
bei in die Abschétzungen der Nichtlinearitét in den passenden X j(¢)-Normen
verschoben. Zu diesem Zweck benotigen wir:
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3.2. Abschneidefunktionen und lineare Abschitzungen

3.2 Abschneidefunktionen und lineare Abschat-
zungen

Sei ¢ € C°(R) mit supp(¢) C] —2,2[, ¥(t) = 1 fir t € [-1,1] und ¢ (¢) > 0 fiir
t € R. Fiir 6 €]0, 1] setzen wir ¢5(t) := ¢(%), so dass ¢5(t) = 1 auf [—4, 4] und
supp()s) C] — 26, 26].

Bemerkung

15 dient zur Lokalisierung in der Zeitvariable ¢. Da wir in X, ;(¢) mit b > %
arbeiten, um die Stetigkeit der Losung zu erreichen (vgl. Lemma 1 (i)), konnen
wir keinen scharfen cut-off verwenden, denn x[_s5 & H b fiir b > %

Lemma 1
Fiir s,b € R und wy € H] gilt ||[9U,uo]

Xoo(e) S lluolls,2-

Beweis. Da Multiplikation mit ¢ und U, vertauschen, gilt

[vUpuoll x, (o) = IUp(—=)0Ugpuo|lm, ,

= [[Yuolla,, = [[Pllmp lluoll s = cylluolls,2-

Auch die Abschétzung der Losung der inhomogenen Gleichung,

Uy, xg F(t) == /Ot Uy(t —t")F(t")dt

in X, 3(¢)-Normen wird unabhéngig von ¢ (durch die Konstruktion) und kann
leicht reduziert werden auf die Abschitzung eines Integraloperators in HY. Sie
ist dennoch etwas anspruchsvoller:

Lemma 2
EsseiensERundb'—i—leEOEb’>—% sowie 0 < § < 1. Dann gilt

[4sUp #r Flix, ) S 0" F|

X v (0)-

Beweis. Ohne Einschrankung sei s wieder gleich 0 (ansonsten verwende [J°).
Setzt man G(t) = U, (—t)F(t), so ist

Uys(—t)U, *r F(t) :/O G(tat

und die behauptete Ungleichung geht iiber in

s [ )Ny, S8 |Gl .1
0

Wenn wir nun die ausschliefslich auf die ¢-Variable bezogene Abschéitzung

t
03Kl S5 Lol Ko®) = [ ot)ar (3:2)
) 0
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3.2. Abschneidefunktionen und lineare Abschitzungen

zeigen konnen, so erhalten wir daraus (3.1) durch Quadrieren, Integration nach
z und anschliefendes Wurzelziehen. Zum Beweis von (3.2) schreiben wir

/O g(t)dt' = / ()Xo @)t = / iR rdr,

wobei . y
. 1 it 1 1 e -1
TN=—rn | e 7dt = ———,
i) = 7= | Vi —ir
so dass
t 1 ettt — 1 1
tdt' = /AT . dr =: T+ 11+ 111
[ st = = [ atn——ar = ——( )
mit

T

1
I= / G S—dr, 1= / §(r)S—dr,
|r]6<1 T |7]6>1 (

I = —/ g(T)_idT.
|7]6>1 T

Zur Abschitzung von ||¢sl| ;o benutzen wir die Taylorentwicklung

itT x Lk
: ir - - ;t'(”)“v
so dass -
o 1=32 gt [ a(r)n) e
und -
st 3 vl |, il (33)
—1 T|6<

Dabei ist |tF1)s(7)| = [ (7)] mit s (7) = 50(87), also |tFas (7)] = SF1 [ (57)).
Daraus folgt

[:slBy = 42 [ (ry 100 o) Par
= [ GO ar
<1 [ (g0 o),
R
so dass
505y < 820N gy S OFFE Rl S OMFETNRE (3.4

Insbesondere haben wir fiir k =0

sl e S 6277, (3.5)

was fiir den spéteren Gebrauch festgehalten sei.
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3.2. Abschneidefunktionen und lineare Abschitzungen

Fiir den letzten Faktor eines Summanden in (3.3) verwenden wir die Cauchy-
Schwarz-Ungleichung, so dass

g(r)l|7|* dr = g(O)|(T ()Y | Fdr
[ Jaonrttar= [ el

IT1<%
< gl ( /.
T —_

wobei man beachte, dass k£ > 1. Einsetzen von (3.4) und (3.6) in (3.3) ergibt

1
2
1 1_ ’
|r |2 ‘”ch) S gl a2, (3.6)

1
s

® ok
2 1 ol gy —btb
sty 37 22065 g < 84 gl
k=1
IT ist bis auf einen Faktor eine inverse Fourier-Transformierte, es ist
N R 1
(1) = CQ(T)X|T\521;-
Daraus folgt ¢s11(7) = cts * I1(7) und mit (7)° < (r)? + (7 — 7)® erhalten wir

T e < N0l XTI + (1o 12 0T gz,

wobei die Youngsche Ungleichung verwendet wurde. .
Nach (3.5) ist [|vs][ e < 5270 wegen ths(7) = §¢(67) ergibt sich |41 = C.

1)), = /| @l ar

%
C.s o0 3
- —2-2p 140
S ||9||Hf’ (/1 T dT) < ||9||H}f’52 (3.7)
5

Fiir den ersten Beitrag haben wir also
sl 1013 6+ gl

wie gewlinscht. Weiterhin ist

iy~ [ e = [ R0 g far
T|>

Ir1>5 3

< 820 g3,
t

so dass sich dieselbe obere Schranke auch fiir den zweiten Beitrag und damit
fiir [[¢s1I]| 7 ergibt.
Schliefslich ist ITII unabhéngig von ¢ und daher

g(T
s 01y < sl [ 5] 4

IT1>% 7|
(3.5) . (3.7) ,
S SIS gl
Damit ist der Beweis von (3.2) erbracht und das Lemma gezeigt. O
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3.3. Ein allgemeiner Existenz- und Eindeutigkeitssatz

3.3 Ein allgemeiner Existenz- und Eindeutigkeits-
satz

Wir fiihren jetzt die Losungsrdume fiir das Cauchy-Problem
ug — ip(—iV)u = N(u), u(t =0) =ug € H;, s€ R (3.8)

ein. (Wir beschrianken uns auf eine einzelne Gleichung, im Fall eines Systems bil-
det man das kartesische Produkt und normiert dies so, dass wieder ein Hilbert-
Raum entsteht.)

Fiir b > 0 und 0 < § < 1 setzt man I5 := [—§,d] x R™ (oder allgemeiner
Is = [-0,0] x T* x R"*) und

Xg,b = {u|15 | ue Xs,b},

also den Raum aller Einschrankungen von X, j-Funktionen auf I5. Sei Nj :=
{u € Xop | u\IJ = O} = ker R, wobei R = "15 der Einschrankungs- oder Re-
striktionsoperator ist. Dann kénnen wir Xg,b mit dem Quotienten X ;/Njs =
{u+ Ns | v € X, } identifizieren durch

uly, — u+ Ns.
Der Quotientennorm
Ns|| = inf
[|u+ Nsl Jnf u+ fllx.,
auf X /N5 entspricht dabei die Restriktionsnorm
lull xs, = inf {|lallx, , | dlz, =u},

der die Methode ihren Namen verdankt. Wir stellen fest:

(i) X, ist ein Hilbert-Raum und Nj ein abgeschlossener Teilraum. Also ist
Xs/Ns und damit auch Xg’b ein Hilbert-Raum und also insbesondere
vollsténdig.

ii) Die Einschriankung des Restriktionsoperators Rs auf N3, also
g 1% 5

1 é
Rslys t Xop 2 N = X2,

ist bijektiv (der Kern ist per Definition gleich {0}), d.h. zu jedem u € Xib
gibt es genau ein @ € Nj- C X, 5, so dass 11|16 = wu. Hierfir gilt

luls, = inf {lla+wlk,, | we Ns} = Jallk,,,

denn
%, > ]

s,b =

G +wll, , = llal%, , + [l

Dabei gilt die erste Gleichheit, weil @l w.

2
Xsp®

Wir haben also einen wohldefinerten stetigen (linearen) Fortsetzungsoperator
Es: Xf_’b — N(% CXsp, u— Esu:=1

mit @ wie in (ii).
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3.3. Ein allgemeiner Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Satz 1
Es sei s € R und es gebe b > % sowie b’ > b — 1, so dass die Abschitzungen

IN(Wlx, ) < Colllullx, o) ullx. o0

und
[N (u) = N()lx, ,.p) < Colllullx, o) + [IVllx, (o) le = vl x, (o)

mit einer monoton steigenden Funktion Cjy: RS‘ — Rar gelten. Dann gibt es
ein 6 = §(|Juolls,2) > 0 und eine eindeutige Losung u € Xib(go) des obigen
Cauchy-Problems. Diese liegt in C([—§,6], HZ), und der Losungsoperator ist
Lipschitz-stetig auf Kugeln im Datenraum.

Beweis. (i) Es seien u,v € X;s,b mit Fortsetzungen u,v € X, p, entsprechend
der Vorbemerkung, d.h.” bedeutet den stetigen linearen Fortsetzungsope-
rator. Dann ist

15Uy, xp N (@) baw. s;U, xg (N (@) — N (D))

eine Fortsetzung von U, xg N (u) bzw. von Uy, xg (N(u) — N(v))!. Dann
ist

1Up #r Nl x5, < 95Uy xr N(@)|x., S 0" IIN(@)lx, ,,

—_ ! e 71 - '
< 8 ol )., = 6" Colllullx,lulxs

(3.9)
Ebenso fiir die Differenz
1Up #r (N(u) = N(0))lIxs, S 5 Co(llallx, , + 19]lx, ) lla = 3lx. ,

<8 Co(llullxs, + llvllxs llu = vllxs -
(3.10)

Hier haben wir davon Gebraucht gemacht, dass ™ fiir einen linearen Ope-
rator steht: Wir haben @ — & = © — v benutzt. Ferner ist YU, ug eine
Fortsetzung von U,ug Is: Aufgrund der Abschétzung fiir die homogene
lineare Gleichung also

1Upuollxs, < [9Upuollx., < culluolls.2 (3.11)
(ii) Wir wéhlen Brs = {u S Xib | ||uHX5b < R} versehen mit der natiirli-
chen Metrik, und setzen wie iiblich
Au(t) = Uy (t)ug + Uy *r N (u).

Dann ergeben die Abschitzungen (3.9) und (3.11), dass

_ /
IAullxs, < eplluollsz + 0"~ Colllullxs ,)lullxs
s,b s,b s,b

IHierin steckt eine Annahme: N (u) sei lokal in der Zeitvariable ¢, enthalte also z.B. keine
Faltungen bzgl. ¢t. Ist in den Anwendungen aber stets erfiillt.
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3.3. Ein allgemeiner Existenz- und Eindeutigkeitssatz

aus (3.10) erhalten wir
lAw = Avlxs, S 8 Colllulls, + ol )l = vllxs
Sind jetzt u,v € Bp,s, so haben wir (mit Ubergang Cp ~ ¢ - Cp)

IAull s, < cglluollez + 6 Co(R)R
1A= Avlxs < 8" Co2R)|Ju —vlxs .

Die Wahl R = 2c¢y |lugl|s,2 und § = (2Cy(2R)) o ergibt, dass A: Br s —
Bpr,s eine Kontraktion ist. Der Banachsche Fixpunktsatz liefert eine Lo-
sung u € Brs C X?,, die in Bp,s eindeutig ist.

(iii) Da b > I vorausgesetzt ist, haben wir X,, C C(R, H:) und also auch
ng C C([—0,0], H?), das ist die behauptete persistence property. Wieder
macht — unter der Annahme der Nicht-Eindeutigkeit der Lésung in Xg,b
— die Definition

0o = inf {t €]0,6] | u(t) # v(t)}

Sinn. Betrachtet man das Anfangswertproblem u;(0) = u(dg) = v(dg) fiir
die selbe Gleichung, liefert Wiederholung des obigen Arguments einen Wi-
derspruch. Die behauptete Lipschitz- Abschétzung fiir Daten in By, ,(0) €
H7 und also Lésungen in Br s, R und § wie oben, erhélt man durch Ab-
schitzung von [[Ay,u — Ay vl|xs ~wie bereits friiher diskutiert.

O

Bemerkung (i) Der Fall b = 3 = —¥/. (Héufig, insbesondere im periodischen
Fall, gelingt der Beweis der in Satz 1) vorausgesetzten Ungleichungen nur
fiir diese Wahl der Parameter.) Hier ist das oben dargestellte Argument
in zweifacher Hinsicht zu ergénzen:

(a) Eine positive Potenz von 4 ist aus den nicht-linearen Abschitzungen
zu generieren. Dazu schreibt man zusétzlich eine Abschneidefunktion
125 in die Nichtlinearitéit, betrachtet also || N (25u)l|x, ,,. Gelingt es
dann, auf der rechten Seite der Abschitzung einen Faktor

|25l

< 6370 |[ul

Xs,bl ~

Xsb

mit einem by < % zu erzeugen, ist der Mangel behoben.

(b) Abschétzung der Losung der inhomogenen Gleichung und persistence
property. Falls b/ = —% ist, behalt man im Lemma 2 des vorherigen
Abschnitts einige Terme tibrig, die man zu

)~ gl baw. zu (&) () T Fo(Up (=)l p2rr = Ilully,

Zusammenfassen kann. Gelingt es, diese ebenfalls durch Cy(||ul|x , )|u]
53

(und entsprechend fiir die Differenz) zu kontrollieren, so kann man
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3.3. Ein allgemeiner Existenz- und Eindeutigkeitssatz

zum einen das Kontraktionsargument schliefsen, zum anderen die Ste-
tigkeit der Losung zeigen. Dazu beweist man die Ungleichung

sup 1Ue *r F(@)|[ s < (O Flly.

als Ergénzung/Verschéarfung der linearen Abschitzung in Lemma 2.
Ein Approximationsargument liefert die Stetigkeit von U, *r F' als
Funktion von t. Es muss lediglich F' € L'([-6,6], H?) sein, damit
U, *gr I definiert ist.

(ii) Eine weitere Reduktion: Im Fall N(u) = M (u, ..., ) mit einer multilinea-
ren (moglicherweise in einzelnen Komponenten auch antilinearen) Abbil-
dung M, wie z.B.

N(u) = 0,(u*™), k€N

wie bei gKdV, reicht der Beweis von

N
HM(ulv"'7 HX H |uj||Xs,b7

damit beide in Satz 1 vorausgesetzten Abschétzungen gegeben sind. Fiir
die erste ergibt sich dies mit Cy(t) = ¢tV !, wenn man u; = ... = uy = u
setzt. Die zweite erhilt man, wenn man

N(u)—=Nw)=M(u,...,u)— M(v,...,v)
=Mu-—v,u,...,u) + M(v,u—v,u,...,u)+ -+ M(v,...,v,u — )
beachtet.

(iii) Erhaltung hoherer Regularitét: Bewiesen sei eine Abschétzung

N
1M (u, - un)lix,, S T willx. s
j=1

die nach Satz 1 und Bemerkung (ii) zu einem LWP-Ergebnis fiir Daten in
H? fithrt, wobei die Lebensdauer der 16sung von ||ugl|s,2 abhingt. Mit

7Y (g

Jj=

—

ergibt sich fiir o > s die Abschétzung

N
||M(u17"" ”Xg Y Z”uj”Xa,bHHui”Xs,b’
Jj=1

i#]

speziell
N—
IN(W)x,, S lully ) lullx,.,

Fithrt man dann das Kontraktionsargument in

Br,..o = {we X, |llullxs, < Bo Allullxs, < R}
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3.4. Anwendung auf gKdV

durch, kann man LWP in HJ erreichen, wobei die Lebensdauer der Lo-
sung nur von ||ug||s,2 und nicht von der gréferen Norm |lugl|,,2 abhéngt.
(Fiir die Differenzabschitzung in ngb ist noch etwas zu tun, aber keine
wesentlich schirfere Abschéitzung!) Das ist insbesondere dann von Be-
deutung, wenn ||ug||s,2 durch eine Erhaltungsgréfe kontrollierbar ist. Der
Schluss von LWP mit Erhaltungssatz auf GWP ist dann auch fiir héhere
Regularitaten moglich.

3.4 Anwendung auf gKdV
Hier betrachten wir das Cauchy-Problem u(t = 0) = ug € H*(R)? fiir
Uy + Uy £ Op (uFT1) = 0.

Die Phasenfunktion ist ¢(£) = &3, der lineare Proagator U, (t) = e~1%2 . Die Xgp-
Réume im folgenden sind stets diejenigen fiir diese spezielle Phasenfunktion.

3.4.1 Abschitzungen fiir freie Losungen

Hier sind das Losungen U, (t)ug(z) der Airy-Gleichung up + Ugpzy = 0. Wir be-
ginnen mit einer bilinearen Abschétzung, die man als refinement der Strichartz-
Abschétzungen ansehen kann. Diese werden wir anschlieffend formulieren und
beweisen.

Definition
Es seien s > 0 und f,g € H*(R). Wir definieren den bilinearen Pseudodifferen-
tialoperator Z° durch

FI* (1, 9)(€) = / € — &P F(€)a(E)der,

wobei [, ...d& = f£1+£2:§ ...d¢; das Faltungsintegral bezeichnet.

Lemma 1
Es seien ug, vo € L*(R) und u = Uyug, v = Uyvg. Dann gilt

1L
12222 (u,v) |2, < lluoll2llvoll2
Bemerkung (i) Gilt fiir alle & € supp(ig) und & € supp(?y), dass |&1] >
2|&5], so gewinnt man mit dieser Abschétzung eine ganze Ableitung, man
hat dann

10z (uv) | 22

x

. S lluoll2]lvoll2-

(ii) Das Transferprinzip ergibt fiir b > 3

1
|1Z2Z2 (u,0)| 2

x

Beweis. O

» S Mol lvollxo,, -

2Das folgende gilt nur fiir den nichtperiodischen Fall.
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3.4. Anwendung auf gKdV

Ahnlich wie im Fall der eindimensionalen Schrédingergleichung kénnen wir das
Argument verbinden mit dem Sobolevschen Einbettungssatz und der HLS-Ungleichung,
um die folgende Airy-Version der Fefferman-Stein-Abschétzung zu erhalten:

Lemma 2
Fiir4<q<oound%=%+%gilt

||ULPU0HL%(H§) S ||ﬁ0||Lg’

Beweis. O

In einem %— / %—Diagramm: Durch Interpolation von Lemma 2 mit der L2-Normerhaltung
und der trivialen Abschétzung unten links erhalten wir die Strichartz-type Ab-
schitzung mit Ableitungsgewinn fiir die Airy-Gleichung;:

Korollar
Sei 0 < % < % und

. Dann gilt

1_1
2 q

BN

_ 3
le™ %= uol| 1 S fuol2

Bemerkung (i) Auf anderem Weg bewiesen von Kenig, Ponce & Vega, 1991.
(Time decay + TT*-Argument mit HLS in ¢; dieser Beweis erfasst auch
den Endpunkt ¢ = oo, p = 4)

(ii) Bei der Interpolation werden die Ableitungen mit verarbeitet. Dazu be-
notigt man weiterfithrende Interpolationssétze als bisher besprochen: In-
terpolationssatz fiir vektorwertige (hier: H;—wertige) LP-Rame, oder ein
Theorem von Stein {iber die Interpolation von analytischen Familien von
Operatoren. Alternative: Riesz-Thorin fiir gemischte LY (L2)-Riume wird
mit einer Littlewood-Payley-Zerlegung kombiniert.

(iii) Der maximale Ableitungsgewinn betriagt Z T in der Endpunkt-Strichartz-
Abschétzung. In der entsprechenden Abschétzung fiir die inhomogene Glei-
chung hat man also maximal eine halbe Ableitung Gewinn — nicht aus-
reichend fiir die typische Nichtlinearitéit 0, (u**1) bei gKdV!

(iv) Xsp-Version: Fir 0 < ¢ < % und % = % + % sowie b > %:

1
IZ7ullLerey S llullx,,

aufgrund des Transferprinzips.

Damit kommen wir zu einer Gruppe von linearen Abschétzungen, die eine stér-
kere Glattung aufweist, wenn man zuerst in der Zeitvariablen integriert, also von
den Strichartz-Normen || - |[zr(zay {ibergeht zu || - [[Lq(zr). Diese Beobachtung
geht zuriick auf Tosio Kato, die folgende scharfe Version ist wieder aus der 91er
Arbeit von Kenig, Ponce & Vega:

Lemma 3 (Kato-smoothing effect)
Es gibt ein ¢y > 0, so dass

3
10z~ % ug(2)| 12 = colluol|z2

fir alle x € R.
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Beweis. O

Korollar
Fiir b > % gelten

10zt 22y S llullxo, wnd [|8zullx, , S llullLyzs)-

Um diesen Glattungseffekt in einem Fixpunktargument oder fiir X, ;-Abschétzungen
der Nichtlinearitédt einsetzen zu kénnen, muss man ihn komplementieren durch
weitere Abschitzungen in LP(L{)-Normen, und der Diagonalfall der Strichartz-
Abschéatzungen ist hierfiir in der Regel nicht ausreichend. Was man bendtigt,

ist die folgende Maximal-Funktions-Abschétzung, deren Beweis anspruchsvoller

ist und daher nur skizziert werden kann.

Lemma 4 (Max.-fct.-est.)

Es gilt
—10, <
||§161§|e “uolllzs S lluoll 1 -

Bei dieser Abschitzung verliert man sogar i Ableitung. Oder fiir b > 1 als

2
X p-Version:
lulla (psey S ||u||X%,,,

Beweis. O

3.4.2 Subkritische LWP-Theorie fiir gKdV
Hier zeigen wir fiir einige k € N die Abschitzungen

k+1 k+1

102 [T willx., ST Iwilx..
j=1 j=1

mit b > 1 und b’ > b—1, die zu lokaler Wohlgestelltheit in H*(R) fithren. Dabei
kénnen wir wegen der Symmetrie in den k 4+ 1 Faktoren bei Bedarf annehmen,
dass

6] > &) > ... > [l

wenn §; die zu u; gehérende Wellenzahl ist.
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