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Problem 1 (Hilbert-Transformation, 4+3+3+4+2+44(4+34+4)=16(+7) P.)
Fiir f € S(R) bezeichne H f die Hilbert-Transformation. Zeigen Sie:

(a) H(fg) = H(f)g+ fH(g) + H(H(f)H(g)) fir alle f,g € S(R),
(b) [1H(Alla < 1+ V2)[| fllas

() I1H()p < 6pllfllp, wenn p = 2° fiir ein k € N,

(@A) [[H(N)llp < el fllp fir alle p € (1, 00);

(e) ist p € (1,00) und —oo < a < b < 00, 50 ist My, := F 'x(op)F : LP(R) — LP(R)
stetig, und die Operatornorm hangt zwar von p, nicht aber von a und b ab.

(f*) Welche Modifikationen sind im periodischen Fall erforderlich, um dieselbe Aussage
fir My, : LP(T) — LP(T) zu zeigen?

(g*) Welche Konsequenz ergibt sich fiir die Konvergenz der Fourierreihe von f € LP(T),
wenn 1 < p < oo ist?

Hinweise: (a) Fouriertransformation; (b) || f||3 = ||/2||2 und [[H(f)|]2 = || f]l2; (¢) Induk-
tion; (d) Interpolation und Dualitét; fiir (e) betrachte man u.a. € Myoe *; in (g*)
beachte man, dass fiir 1 < p < oo die trigonometrischen Polynome dicht in LP(T) sind
(Satz von Fejér).

Aufgabe 9 (L*-ill-posedness der homogenen linearen Schrédinger-Gleichung,
4 P.) Es sei t # 0 fixiert und U(t)uy die Losung der homogenen linearen Schrodinger-
Gleichung zur Zeit ¢t mit Anfangswert ug. Zeigen Sie, dass die Abschatzung

[U()uol| Lo (rny < c(t, p)||uol| Lr@n)
nur fir p = 2 gelten kann. Hinweis: Fir 1 < p < 2 verwende man den time decay
estimate und den Interpolationssatz von Riesz-Thorin. Fiir 2 < p < oo bestimme man die
adjungierte Abbildung von U(t), (die genau dann stetig ist, wenn dies fiir U(t) gilt).
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