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ÜBUNGEN ZU
PARTIELLE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN II

Aufgabe 4 (6 P.) Verallgemeinern Sie die Ergebnisse aus Aufgabe 3 auf die (in zweifacher
Hinsicht) verallgemeinerte Benjamin-Ono-Gleichung

ut − |Dx|αux + λ(uk+1)x = 0.

Hierbei ist α > 0, beachten Sie die Übereinstimmung für α = 2. Vertauschen ∂
∂x

und
|Dx|α? Um den Operator |Dx|α zu verarbeiten, ist die Parseval’sche Gleichung (auch:
Plancherel-Identität) 〈u, v〉L2

x
= 〈û, v̂〉L2

ξ
nützlich.

Aufgabe 5 (Miura-Transformation, 6+2=8 P.) Es seien λ > 0 und α =

√
2

λ
. Für

v ∈ C4(R2,R) definiert man die Miura-Transformation M(v) := 3
2
(αvx + v2). Zeigen Sie,

dass für u = M(v) gilt:

ut + uxxx − λ(u2)x =
3

2
(α∂x + 2v)(vt + vxxx − λ(v3)x).

Hieraus folgt: Ist v eine Lösung der modifizierten KdV-Gleichung

vt + vxxx − λ(v3)x = 0

und u = M(v), so löst u die KdV-Gleichung

ut + uxxx − λ(u2)x = 0.

Welche neue Erhaltungsgröße ergibt sich damit für diejenigen Lösungen v von mKdV, die
ausreichend schnell fallen? (Vgl. Aufg. 3. Dort ersetze man λ durch −λ.) Vereinfachen
Sie Ihr Ergebnis so weit wie möglich!

Eine parameterabhängige Verallgemeinerung der Miura-Transformation führt zu der Erkennt-
nis, dass sowohl KdV als auch mKdV eine ganze Folge von Erhaltungsgrößen besitzen.
Einige Einzelheiten dazu werde ich in der Übung erläutern.
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