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UBUNGEN ZU
FOURIERANALYSIS

17.(Eine ONB von L? (R) aus Eigenvektoren der Fouriertransformation.3+2+4+3+2 P.)
. . 1 d . 1 d o
Fir f € S(R) seien bf(z) := E(qu E)f(x), b f(z) == \/E(x dx)f(:t) und Nf := b*bf.

Die Hermite-Funktionen (H,),en, auf R seien rekursiv definiert durch

2

o 1

ez und, firn > 1: H,(z):= %b*Hn_l(x).

(a) Berechnen Sie H,(x) fiir n € {1,2}. Welche Gestalt hat H,(x) im allgemeinen? Was
konnen Sie iiber die Paritat der H,, aussagen?

S

Hy(x) :=7"

(b) Zeigen Sie fiir f,g € S(R), dass (b*f,g) = (f,bg). (Hierbei bezeichnet (-,-) das
Skalarprodukt auf L?(R), und die behauptete Gleichung bedeutet, dass der Oper-
ator b* formal der Adjungierte von b ist.) Berechnen Sie ferner den Kommutator
[b, b*] := bb* — b*b der Operatoren b und b*.

(c) Beweisen Sie induktiv:
(i) NH, = nH,,
(i) (Hp, Hp) = Opm

—

(iii) H, = (—i)"H,.

J
(e) Folgern Sie: Ist f €< H, : n € Ny >C L*(R), so ist f = 0.

Beachten Sie, dass das Ergebnis in (e) die Vollstédndigkeit des ONS (H,,)nen, bedeutet.
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