Mathematisches Institut
der Heinrich-Heine-Universitét
Diisseldor!

PD. Dr, AXEL GRUNROCK

Lo 9 ool L(er.&uﬁ(%__

SoSe 2016
25.07.2016

Klausur zu Analysis I

Allgemeine Hinweise: Als Hilfsmittel ist {auffer Kugelschreiber und Papier) lediglich ein beidseitig

handbeschriebenes DIN A 4 Blatt mit Notizen sugelassen. Die Klausur ist auf den ausgeteilten Formula-

ren zu bearbeiten, und nur diese sind abzugeben. Am Eande sind zwei Bogen Schmierpapier angeheftet,

sollte dies nicht ausreichen, kénnen Sie noch eigenes benutzen, was aber nicht eingesammelt wird. Die

Aufgabenverteilung ist die folgende:

Al (Multiple Choice, bitte auf dem Blatt ankreuzen)
A2 (Endliche. Summen und Produkte)

A3 (Grenzwerte)

A4 (Ableitungen)

A5 (Anwendung der Konvergenzkriterien fiir Reihen)
A6 (Mittelwertsatz und Anwendungen)

AT (Extremwertaufgabe)

10 Punkte

6 Punkte
13 Punkte
10 Punkte
10 Punkte
10 Punkte
11 Punkte

Die Klausur gilt fiir Mathematiker mit 30 (von 70 erreichbaren) Punkten als bestanden, fiir Neben-

fichler mit 24 Punkten. Viel Erfolg!
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1. Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind. Hier sind nur die Antworten

"richtig®, "falsch® oder Enthaltungen mdoglich. Bitte auf dem Aufgabenblatt ankreuzen!

(a) Dic Menge der Hiufungswerte einer beschriankten Folge reeller Zahlen besitzt ein grofites

Element. ' .
Antwort:  richtig ® falsch () ° Enthaltung () (2/1/0 P.)

Vorl., Abslctr 2.6.A4, Sabe 4

(b) Ist K ¢ C komﬁakt und f: K — C stetig, so ist f gleichmifig stetig.
Antwort: richtig @ falsch ()  Enthaltung () (2/1/0 P.)

Vorld., Absclitte 4, 4, Sab ¥

(c) Ist Z a, absolut konvergent und (b, )nen eine Nullfolge, so ist Z ayby konvergent.

n=1 n=1
Antwort: richtig (%) falsch () Enthaltung O ‘ (2/1/0 P.)

(d) Die Funktion sin : C = C, z = sinz = 4 (e — e7%) besitzt in € \ R keine Nullstellen.
Antwort: richtig &)  falsch ()  Enthaltung () (2/1/0 P.).

o A 40

(e) Jede differenzierbare Funktion ist gleichmiBig stetig.
Antwort: richtig O falsch. ® Enthaltung () (2/1/0 P.)

&ep f (o) — IR, X+ {cx,:)?
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2. (6 P.) Von den nachstehenden Identitéten sind drei falsch und drei richtig. Geben Sie an, welche

falsch sind, und belegen Sie Ihre Entscheidung anhand je eines (méglichst einfachen) Beispiels.

) i: agby = Zn:an—kbn——k () J](ar+ bl.) H ay, + H by,
kgo kzo A 0 k=0
) D apby = Z An—kbk (d) H agby, = H an—kbk
k=0
0 Tot-(E)(Ew) 0 Hon=([a)(
© k=0

k=0 k=0

‘ - ~
(b)) iet pabscde - 1P,
= - OeL s ta f‘
(%.EE, tl_t:’{/ Qa—r_ q,{ /{“" b ID «‘-3‘
Couke Sube =0 pealots BFe = -z TP

| {
Crte lo Oz_.:._n.of.w-e. €-\pr _Le_xe:q—boﬂ, )

(c) &%+ if“-’esoa‘ - 10
Bsp. w=d, G Th O, RO

‘E\M—. oo be Gorte = 1, weolbe Garte = O 412
ey e+ falscl , i

, o o

Bsp- &=, @, = b =% =

Pk Grde = & molibs burte =% e



3. {2+3+434+2+43 P.) Berechnen Sic die folgenden - méglicherweise uneigentlichen - Grenzwerte;

@yt = 5 (4 (geouotmstiRiee) AP
k=0

k=o
i 3 47
= - 2
P
3

(b) hm(—ni)",.r AP (J;L{—)“n(,/-;-zé)t‘ AP

n—eo 2

b —n 20
A [4‘- = L\' AT ('{'f- 'L)Lt = g— e ="
PR b~ w0 “Tap A8

: | )
(Q_ﬂj-' V€>D}N€VL(Z_N€: (//-%—) = (,{., ) < o, = e S A {)

Ol = fw T (RIL) 4P

{L~D 2O k:{

e P 2 8. L AP
' 4 2 - L
L) 20
D
/
== &L,u LotA = A1
Lov— PO
(d) lim Til arocle ? H-OSWQ_,Q
o A ‘ ,
- E- =2,
.‘[ w——— I‘D €
Ay A1
' o)
(c) lima®. x X = exp [+ Ouitey) CBf) A

O x Putxey =0 47>

x— 0O

Arees ol Vot B_Q—&Ou.uu.l{" !
po exp g.\—&e,il\'@ ,e‘e»&/ -f_cs»@@u/-'

‘&"w ><"x = A ' _//p«
X — 0



4. (34344 P.) Berechnen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen:
(a) logyg : (0,00) = R; definiert als die Umkehrfunktion von

exprg ' R — (0,00),’;1:  expyo(z) := 10%;

(Fovtenol P r alec AbLe Lw#

(;(;,f &‘4—( keﬂki—f-‘—(_,g,,(b_l kh‘gu) (/ P

i 4P
éLk('{O)X V

b) [TR=R,z |—> f(z) :=exp(sin{+/1+2?));

— t T ,__CE{_'_ \ g2 /??
L oxp (e ([1rxF)) = exp (8Ca(1Tm*)) * Gie gealidnt) .

ch<
» ""—?‘:))\c slit®) L (77 1P
= oxp (e ((tex o ghc 117
| S 1P
= .e,(\(:(&‘—t‘a({r{m" )) ) ng({f{«ux" )' ‘T;X—z_" )
@5 RoR prof={ TG s

Fior x40 )y = &¥ C—Lu(){—) o CDS(;{—) 2P |

N (, l, v ._:{— e = N \ - A i
lo) = b 3o (8 N EY ‘;73 ti, B @)

-0, da I w'u(q{")/é 1€ 1—0 (£=20)
17 -

Hinweis zu (¢): Beachten Sie, dass die Ableitungsregeln fiir g = 0 nicht anwendbar sind.
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5. (24246 P.) Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz, absolute Konvergenz bzw.
Divergenz. Begriinden Sie Thre Frgebnisse, und gebeh Sie dazu insbesondere die von Ihnen be-

nutzten Konvergenzkriterien an.

= (n— 1) b _ 4 . 4 . A ¢ L 4,
. ' o L Grae § oftscd Haoraa oy~
v I (abselite ) kooiruged l‘&‘*@ﬁ“f s Y AT
ROy | |
B - { A . '
(ot Hajeretis 'zﬁ"‘ R aaniaatd
” A
(b) Z , L,L)ﬁ_ Q L{ 2 -£,9,Q9.L|-k ar
~ 3n 3‘-\
) /P

Lo = A& T3
P Ratlon koervargenet (abs. ) wads e Wawzel ket 4P
(abt @ Quokicteks?. )
( 1 n+1 )
Z

D ‘?_{_Ltu\k@_uww# ucm@,o&_u.-@w &E‘CT‘?L\)—(L&J_‘_& JP

A 5 s Vord hak onst. : AP
£y o = p e Qe -
ﬁz—f:w (-‘L.’ -
. A < = “1;_,‘/ v——/@*{);
fMeosfolis ! L(H@N,{)f S -{al |
o (G 1y s((aw{)‘f) (= (u!)" (ke ) e ! SeA),

- | 2K
Cttaies folgpt ams ! St '

17

- 5 /
o WAPSULEECIEE CYAR _/—
Q LI}

e“,OQ s @.a,;w@-msaﬂ,m %LL V—“ﬁ"‘-’l*"" "fp.,
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6. (24444 P.) Geben Sie den Mittelwertsatz (der Differenzialrechnung) genan an
st Prlan] R Hebng tecol ORffbac ot (a,6), P

. R 2 Ian AL Y
§o eclvhurt Pe (o b) Soalags -ﬁ_E)TZIL £¢3>., 4P

und beweisen Sie

~(a) fiir &,y € R mit y < 2 die Ungleichungen (z — y)e¥ < &® — e¥ < (z — y)e*, .

Mocl s MNS ex. T & (4, x), Se dass

oX—eY = @?(x'—q) | 1P
Polow faloh il bilamp bts lonsglecolongokodie auis
O""é/ yel < U‘""{;)e ! < (<=4 ) e Vie (V,X) 47>
@—:’h’eﬂ‘w Reevel. x—a?O poobes i vt ols § acf
e9 <ol <«eX .ky‘?e(wx)/_ 17
oS G | & TS X @S s Chvhlen Motafou
| o E)c[paumh‘n_ﬂf‘e.-_.;kh‘m& f@"’ﬁ-\’ﬂ : ‘»/P,
(b) die gleichm#Bige Stetigkeit der Funktion f : [2,00) » R, @ — f(z) :=1In(In (2)).
o
WA —&:\uu‘f-)(x7= x'.{&x(x), 47
pa €. Mu.e«lzw &Lu@-ﬁ Lot ;ﬁ) Loy teatemis -

“,ﬁ(LMLuOé P

@slf’u)< —— brx= 2 4P
| ) A
, | R 4
' ‘st 221 [fe<)-Pegd)l € 5o Yy
@"““L_"‘ﬂ' et fET g 'tﬁ £y 2 0@ Y
fo -
af_e ﬁ Lot /f:‘pg‘eﬂj'ét -, g'uglsts, G}—ét-u Q—“—Ae./‘xv . i
(T dons blebees Qv neiolit eg avol, du
’&aﬂtmmgn,h; a,u%i,\f&ﬁa-w)



7. (744 P.) Gegeben sei die Funktion f: R - R, z — f(z) =

exp (%)

1+&°
(a) Zeigen Sie durch Untersuchung allein der ersten Ableitung, dass f genau ein isoliertes lokales

Sl

Maximum und genau ein isoliertes lokales Minimum besitzt. Bestimmen Sie deren Lage.

(b) Handelt es sich bei den lokalen Extrema aus Teil (a) um globale Extrema? Formulieren Sie
Jjeweils eine Aussage und begriinden Sie diese.

Ca) Mol cby Ruohicberepel Bobow an's

) 4 d ’}’;’t ' 2
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