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ÜBUNGEN ZUR ANALYSIS II

21. Berechnen Sie mit Hilfe der Matrix-Exponentialfunktion die eindeutig bestimmte
Lösung des folgenden Anfangswertproblems für ein System gewöhnlicher linearer Differen-
tialgleichungen erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

y′1(x) = −y1(x)− y2(x) y1(0) = 1,

y′2(x) = y1(x)− y2(x) y2(0) = 1.

Lösung. Gegeben ist das folgende AWP zum Dgl.-system

y′1(x) = −y1(x)− y2(x) y1(0) = 1,

y′2(x) = y1(x)− y2(x) y2(0) = 1.

Die eindeutige Lösung ist nach Satz 9 (Abschnitt 1.4) der Vorlesung gegeben durch

y(x) = expM(x)y0 =
∞∑
k=0

xkMk

k!
.y0 1p

wobei hier M =

(
−1 −1
1 −1

)
und y0 =

(
1
1

)
gilt. Wir schreiben xM = −xE2 + xσ mit

σ =

(
0 −1
1 0

)
, σ2 = −E2, σ

3 = −σ, σ4 = E2 1p Mit der Funktionalgleichung für die

Matrix-Exponentialfunktion folgt expM(x) = e−x expσ(x) mit

expσ(x) =
∞∑
k=0

xkσk

k!
=

∑
k gerade

xkσk

k!
+

∑
k ungerade

xkσk

k!

=
∞∑
l=0

(−1)lx2l
(2l)!

E2 +
∞∑
l=0

(−1)lx2l+1

(2l+1)!
σ

=

(
cos(x) − sin(x)
sin(x) cos(x)

)
1p

Als Lösung des Anfangswertproblems erhalten wir

y(x) = e−x
(

cos(x) − sin(x)
sin(x) cos(x)

)(
1
1

)
= e−x

(
cos(x)− sin(x)
sin(x) + cos(x)

)
1p

1



22. Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Der Abstand zweier nichtleerer Teilmengen
K ⊂ X und A ⊂ X ist definiert durch:

dist(K,A) := inf {dist(x,A), x ∈ K} = inf {d(x, y) : x ∈ K, y ∈ A}, vgl. Aufgabe 15.

Zeigen Sie:

(a) Ist A abgeschlossen, K kompakt und A ∩K = ∅, so gilt dist(K,A) > 0.

(b) Die Aussage in Teil (a) wird im Allgemeinen falsch, wenn von K lediglich die
Abgeschlossenheit (anstelle der Kompaktheit) vorausgesetzt wird.

Lösung. (a) Nach A15 wissen wir, dass

f : K → [0,∞), x 7→ f(x) := dist(x,A)

stetig ist. Nach Satz 3 in Abschnitt 1.5 der Vorl. (bzw. der Folgesung daraus)
nimmt f in einem Punkt x0 ∈ K ihr Minimum an, d.h es existiert x0 ∈ K so dass

dist(K,A) = f(x0) = dist(x0, A) 1p

Nehmen wir 0 = dist(K,A) = f(x0) an, so folgt mit A15(a): x0 /∈ (Ac)◦ =
(Ā)c = Ac, letzteres, da A abgeschlossen ist. Hieraus folgt x0 ∈ A, damit x0 ∈
A ∩K, im Widerspruch zu A ∩K = ∅ 1p

(b) Bsp.: K = {(x, 1
x
) ∈ R2 : x ≥ 1}, A = {(x, 0) ∈ R2 : x ≥ 1}. 1p

Beide sind abgeschlossen (als Graphen stetiger Funktionen auf [1,∞) ) und es gilt

A ∩K = ∅ Aber: dist(K,A) = inf{. . .} ≤ inf{ 1
x

: x ≥ 1} = 0 1p

23. Für zwei Teilmengen A und B von Rn sei

A+B := {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}.
(a) Zeigen Sie: Sind A und B kompakt, so ist auch A+B kompakt.
(b) Geben Sie ein Beispiel zweier abgeschlossener Mengen A,B ⊂ Rn an, für die A+B

nicht abgeschlossen ist.



Lösung.

(a) Sei xn = an + bn eine Folge in A + B. Da A kompakt ist, existieren eine Teilfolge
(ank

)k in A und a ∈ A mit lim
k→∞

ank
= a. Die Folge (bnk

)k liegt im Kompaktum B,

besitzt also ihrerseits eine konvergente Teilfolge
(
bnkl

)
l
, deren Grenzwert wir b nen-

nen. Da Teilfolgen konvergenter Folgen wieder konvergent sind, gilt ankl
−−−→
l→∞

a.

Insgesamt: lim
l→∞

xnkl
= lim

l→∞
ankl

+ lim
l→∞

bnkl
= a+ b ∈ A+B 2p

(Bereits 1p , wenn Voraussetzung und Behauptung mit Hilfe der Def. der Kom-

paktheit umformuliert werden.)

(b) Bsp. (für n = 1): A = {0, 1, 3
2
, 2, 7

3
, 8
3
, 3, 13

4
, 14

4
, 15

4
, 4, 21

5
, . . .}, B = −A dann ist Ac

eine Vereinigung offener Intervalle, also sind A und B abgeschlossen. Anderseits

ist A+B = Q nicht abgeschlossen. 2p

Alternative für n = 2, A = {(x, arctan(x)) : x ∈ R} und B = {(b, 0) ∈ R2 : b ∈ R}.
Dann ist A+B = R× (−π

2
, π
2
) und dies ist nicht abgeschlossen.

24. Für ein partiell differenzierbares Vektorfeld F = (F1, . . . , Fn) : Rn ⊃ Ω→ Rn heißt

divF :=
n∑
i=1

∂Fi
∂xi

die Divergenz von F . Für ein solches Feld F und eine partiell differenzierbare Funktion
φ : Rn ⊃ Ω→ R zeige man:

div (φF) = 〈gradφ,F〉+ φ div F.

Als Anwendung berechne man die Divergenz von

G : R3 \ {0} → R3, x 7→ cos (k|x|)− 1

|x|3
· x

(hierbei sei k ∈ R fest).



Lösung.

div (φF) =
n∑
i=1

∂

∂xi
(φFi)(x)

=
n∑
i=1

∂φ

∂xi
(x)Fi(x) +

n∑
i=1

φ(x)
∂Fi
∂xi

(x)

= 〈∇φ(x), F (x)〉+ φ(x)div F(x) 1p

Anwendung auf G = φF mit φ(x) =
cos (k|x|)− 1

|x|3
·x und F (x) = x. Nun ist φ(x) = f(|x|)

mit f(r) =
cos(kr)− 1

r3
, so dass aufgrund des Beispiels aus der Vorlesung

∇φ(x) = f
′
(|x|) x
|x|

=

(
−k sin(k|x|)
|x|3

− 3
cos(k|x|)− 1

|x|4

)
x

|x|
und damit

〈∇φ(x), F (x)〉 =

(
−k sin(k|x|)
|x|3

− 3
cos(k|x|)− 1

|x|4

)
|x|

= −−k sin(k|x|)
|x|2

− 3
cos(k|x|)− 1

|x|3︸ ︷︷ ︸
=φ(x)

2p

Desweiteren: div(F (x)) = 3 und daher div(G(x)) = −k sin(k|x|)
|x|2

1p


