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UBUNGEN ZUR ANALYSIS II

17. Fir n € N sei

x2n

fo:R—=>R, :rl—>fn(x)._1+x2n.
Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge f,, auf R punktweise konvergiert und bestimmen
Sie die Grenzfunktion f. Untersuchen Sie ferner, ob auf den Intervallen I = [0, 2] bzw.
J = [2,00) die Konvergenz gleichméflig ist.

Losung;:
xZn
ni R R, n =
f — x> fo(z) =D
0 fir |z|<1
lim f,(z) =43 fir |z)=1) = f(2)
n—oo .
1 fir  Jz|>1
(Fir |z| > 1 ist dabei zu beachten, dass f,(z) = 1/(1 + == ). 2 P.

Dabei ist die Konvergenz auf I = [0, 2] nicht gleichméBig, denn alle f,, sind stetig, aber
die Grenzfunktion f ist unstetig in zo =1 € I. 1P

Hingegen ist die Konvergenz gleichméBig auf J = [2, 00), denn

1 1 n—oo
n - = < ’ 07
Smgglf (z) — f(2)] WP S Th
so dass
lim sup | f,.(z) — f(z)| = 0. 1P.

n—oo x>2



18. In der Vorlesung zur Analysis I wurde in Abschnitt 3.4, Satz 2, bewiesen, dass fiir
alle z € C gilt

(1) lim (1 + %)n = exp (2).

n—oo

Zeigen Sie:

(a) Auf jedem Kreis Br(0) = {z € C: |2| < R} ist die Konvergenz in (1) gleichméfig,
(b) auf C hingegen ist die Konvergenz nicht gleichmafig.

(a) Behauptung: Auf Bg(0) gilt dies mit gleichméfiiger Konvergenz, denn

und daher

(Einzelheiten zur Rechnung finden Sie im Beweis des angegebenen Satzes. Dies konnten
Sie hier verwenden.) Hieraus folgt

n © k n k ]
sup ez—<1—|—i) < sup Zﬂ+ ﬁ(l—n—k)
2|<R n 1<k \ 50 k! — ! (n—Ek)n
. Rk " Rk n n R\"
=Y E i () - (10 5) 2o
k=n-+1 k=0
und weiter

< lim (eR— (1+§> ):O,
n— o0 n

letzteres aufgrund des genannten Satzes mit z = R. Also haben wir auf Bg(0) die gleich-
mafige Konvergenz gezeigt. 2P.

lim sup |e* — (1 + E)
n

n—oo ‘Z|§R

(b) Behauptung: Auf C ist die Konvergenz nicht gleichméBig. Beweis: Fiir jedes (feste)
n € Ny ist



n R n
sup |e* — <1+E> > sup |ef — <1+—)
zeC n R>0 n
= Rt - RF ( n! >
= sup — + — 1= ———
R>0 (k;rl k! — k! (n — k)Ink
Rn+1
2 sup =0
R>0 (n + 1)‘
und damit
lim sup [e* — <1+£> ’7&0
n—oo zeC n

Bemerkung: In dieser Situation - Konvergenz auf Kreisen gleichmaflig aber nicht gleich-
mafig im gesamten Definitionsbereich - spricht man von lokal gleichmdf$iger Konvergenz.
Dies ist typisch fiir Potenzreihen.

19. Zeigen Sie, dass fiir die Matrix A = ( Z 2 ) mit a,b € R gilt
B cosh(b) sinh(b)
exp(4) = exp(a) ( sinh(b) cosh(b)
Hinweis: Es gilt A = a ( é (1) ) + b( (1) (1) ), und die Potenzen ( (1) (1) ) konnen

direkt durch Matrix-Multiplikation berechnet werden.

Losung: Es ist

R )

—_—— N——
=:Aq =:As

Da die Matrizen A; und Aj vertauschen, konnen wir die Funktionalgleichung zur Berech-
nung von exp (A) verwenden:

exp(A) = exp(Ay + Az) = exp(Ar) exp(Az) = exp(a) - exp(As), denn

oot =34 (o5 9)) - (z _> (4 ) =eo-(3 ). ue



Nun ist

(o) - 0)

und damit fir n > 0

1
(1) NE falls n ungerade,
Ay =b"- 1P
10 :
, falls n gerade ist.
0 1
Es folgt
A = 2 2 2
exp(4) ;%n! ;n!+ nz::()n!
n gerade n ungerade
o B2k 2 p2ktl
- (Z (2k)l> <(1) (1)> + (Z (2k + 1)1) ((1) (1)) L
k=0 ' k=0 ’
10 . 0 1
= cosh(b) <O 1) + sinh(b) (1 0)
_ (cosh(b) sinh(b)
~ \sinh(b) cosh(b) )"
Einsetzen ergibt jetzt die Behauptung. 1P.

20. (Poisson-Kern fiir den Kreis) Fir x € R und ¢ € (—1,1) sei

Plr) = Y abe

kEZ

Zeigen Sie, dass fiir jedes r € [0, 1) diese Reihe auf {(¢,z) € R? : |¢| < r} absolut und
gleichméssig konvergiert, und verifizieren Sie die Identitat

__ 1=¢
- 1—2gcosx +¢%

P(q, )

Losung: Auf {(¢,z) € R? : |q| < r}, wobei r < 1 ist, hat man absolute und gleich-
méafBige Konvergenz. Zum Beweis wenden wir das WeierstrafS-Kriterium an auf



Hierfur ist

1 filloo = sup | fi(g, )| = r*
reR

lg|<r

und daher

D Ml =) rMh < o0

kEZ kEZ

(geometrische Reihe, es ist r < 1!). Damit ist die Konvergenzaussage gezeigt.

Zur Berechnung verwenden wir ebenfalls die geometrische Reihe:

o0 o0

Pgx) = (ge") +> (ge7)*
k=0 k=1
1 —iT
= _ o _1C
1—qge® 1—qge ™
1 , .
— : : 1— —ix —ix __ 2
g g 107 Faem =)
1—¢? 1—¢?

1= q(e + e~i®) 4 ¢2 T 2q cos(z) + ¢*

2P

2 P



