Prof. Dr. Oleg Bogopolski Abgabe am Mo 2.12, 16:30 Uhr (Ub.)
oder vor 16:30 Uhr nach Vereinbarung

quetergruppen
Ubungsblatt 3

Aufgabe 1. (verbesserte Aufgabe 4 aus Ubungsblatt 2)
Sei ¢ ein Wurzelsystem in R™ mit dim(®) = n. Beweisen Sie folgendes:

(a) Die Anzahl von einfachen Systemen A in ® ist nicht grofier als ('2').

(b) [Wa| < (%) - nl.

Hinweis. Fiir (b) benutzen Sie die Behauptung 2) des Satzes 1.4.3 im Kurzskript (im
Netz).

Aufgabe 2. Sei e, ey, e3 die Standardbasis in R*. Aus dem Ubungsblatt 1 (Auf-
gabe 3b) wissen wir, dass das folgende System ¥ ein Wurzelsystem in R ist:

U= {ase; + ajej|i,5 € {1,2,3},1 # J, o, 05 € {—1,1}}.
1) Beweisen Sie, dass die Weyl-Gruppe Wy die folgende Prisentation hat:
(a,b,cla® =b*=c* =1, (ab)* = 1, (ac)® = 1, (bc)® = 1).

2) Wir definieren w : R?* — R3, w(x) = —z, fiir alle x € R3. Beweisen Sie: w ¢ Wy.
3) Beweisen Sie, dass die Symmetriegruppe eines Wiirfels 48 Elemente hat.

4) Beweisen Sie, dass |Wy| = 24 ist.

5) Beweisen Sie, dass Wy = S, ist.

Hinweis. Fiir 2) benutzen Sie die Behauptung 1.7.5 des Kurzskripts im Netz und die
Determinante. Leiten Sie 4) aus 2), 3) und aus der Aufgabe 1(d) im Ubungsblatt 2 ab.

Aufgabe 3. In der letzten Vorlesung haben wir den folgenden Satz formuliert:
Fiir a € A und w € W gilt:

1) w(a) = 0= l(wsy,) =l(w)+1,
2) w(a) <0=l(ws,) =1l(w) — 1.

Punkt 1) haben wir bewiesen. Leiten Sie 2) aus 1) ab.

Fortsetzung Seite 2.



Aufgabe 4. Seien

o O ein Wurzelsystem in V,

e A ein einfaches System in @,

e W die Weyl-Gruppe fiir ®,

e [ : W — Ny die Lange-Funktion beziiglich des Erzeugersystems {s, |a € A}.

Fiir jede Teilmenge A’ C A definieren wir eine Untergruppe und eine Teilmenge von W:

War = <Sa | a < A/>,
WA = {w e Wll(wsy) > l(w) fiir alle a € A'}.

In der Vorlesung haben wir bewiesen, dass sich jedes w € W als w = uv mit ©v € W4’
und v € Was aufschreiben 148t. Dabei haben wir « als ein Element in der Nebenklasse
wWas mit minimaler Lange gew&hlt.

a) Beweisen Sie, dass l(w) = l(u) + [(v) ist.
b) Beweisen Sie, dass es nur ein Element in wi¥, mit der minimalen Lénge gibt.

Hinweis zu a): Seiu = ;... 5, mit ¢ = [(u) und sei v = s} ... s, mit p = [(v). Dann gilt
W= 81...848)...5, Wenn l(w) < [(u) + [(v) ist, dann kénnen Sie Satz 1.7.3 anwenden,
um einen Widerspruch zu bekommen. Dabei miissen 3 Fille fiir die zwei weggelassenen
Buchstaben betrachtet werden.

Keine weitere Aufgaben werden gestellt.



