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Coxetergruppen
Ubungsblatt 2

Aufgabe 1. Sei ey, e, 3 die Standardbasis in R?. Aus dem Ubungsblatt 1 (Aufga-
be 3b) wissen wir, dass das folgende System ¥ ein Wurzelsystem in R? ist:
U= {Oél'ei + Oéj@j ‘ Z,j c {1, 2, 3},Z 7é j, (07N Oéj € {—1, 1}}
Wir betrachten die mit U assoziierte Spiegelungsgruppe W := (sz| 8 € ).

(a) Beweisen Sie, dass W in der Symmetriegruppe eines Wiirfels liegt.
(b) Beweisen Sie, dass W eine Rotation der Ordnung 3 enthélt.

(c) Finden Sie drei Rotationen in W, die jeweils die Ordnung 2 haben und die Gruppe
Zo X Ly erzeugen.

(d) Beweisen Sie, dass W N Rot(R?) die Gruppe A, enthilt.

Aufgabe 2. In der Vorlesung wurde der folgende Satz formuliert:
Satz. Sei ® ein Wurzelsystem in V. Fiir jedes positive System [] in ® existiert ein
einziges einfaches System A mit A C [[ C ®.

Die Existenz von A wurde vollstdndig bewiesen. Einen Beweis der Einzigkeit skizzieren
wir hier: Angenommen A;, A, zwei einfache Systeme in []. Fiir ein v € Ay \ Ay schreiben

wir v = ) ¢, -7. Dann gilt:
YEAL

(a) ¢, >0 fir alle v € A;.
(b) Mindestens zwei von ¢, sind positiv.

(c) Sei TAAj die Ubergangsmatrix von A; zu A;. Dann ist T’ AAf . TAA; ungleich der Ein-
heitsmatrix, ein Widerspruch.

Geben Sie alle Details dieses Beweises.

Aufgabe 3. Sei ® ein Wurzelsystem und A ein einfaches System in ®. Fiir jede Teil-
menge [ C & sei W := (s, |a € I). Im Satz 1.5.2 (siehe Kurzskript) haben wir bewiesen,
dass Wg = W, ist. Beweisen Sie, dass {s, |a € A} ein minimales Erzeugersystem fiir W
ist, d.h. fiir jedes 8 € A gilt We # Wa\ (5.

Hinweis. Im Teil (2) des Beweises des Satzes 1.5.2 haben wir bewiesen Wg(A) = &.
Zeigen Sie, dass —3 ¢ Wa\(s(A) ist. Dafiir benutzen Sie die Formel aus Lemma 1.1.3
des Skripts.

Aufgabe 4. Sei ¢ ein Wurzelsystem in R”. Beweisen Sie das folgende:

(a) Die Anzahl von einfachen Systemen A in & ist nicht grofier als (I?).
(b) [We| < (1) - nl.

Hinweis. Fiir (b) benutzen Sie Behauptung 2) des Satzes 1.4.1 des Kurzskripts.



