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1. Normierte Räume

1.1 Definition. Sei x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn. Die euklidische Norm von x ist

de�niert als

‖x‖2 =
√
x21 + · · ·+ x2n.

1.2 Definition. Ein (reeller) normierter Raum besteht aus einem Vektorraum V

und einer Abbildung V → R, v 7→ ‖v‖, welche man als Norm bezeichnet, so dass gilt

(a) ‖v‖ ≥ 0 f�ur alle v ∈ V,

(b) ‖v‖ = 0 dann und nur dann, wenn v = 0,

(c) ‖αv‖ = |α|‖v‖ f�ur alle α ∈ R und v ∈ V,

(d) ‖v+w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖ f�ur alle v,w ∈ V (Dreiecksungleichung).

Jetzt w�urde man gerne beweisen, dass die euklidische Norm ihren Namen zu Recht

tr�agt. Dazu ben�otigen wir

1.3 Satz (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Sind x = (x1, x2, . . . , xn) und y =

(y1, y2, . . . , yn) im Rn, so ist

|x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn| ≤ ‖x‖2‖y‖2.

1.4 Satz. Die euklidische Norm ist in der Tat eine Norm.

1.5 Beispiel. Zwei andere gebr�auchliche Normen sind:

(a) ‖v‖1 = |v1|+ · · ·+ |vn|,

(b) ‖v‖∞ = max{|v1|, . . . , |vn|}.

1.6 Definition. Zwei Normen ‖·‖ und ||| · ||| auf einem R-Vektorraum V hei�en

�aquivalent, wenn es a, b > 0 gibt, so dass

a‖v‖ ≤ |||v||| ≤ b‖v‖ f�ur alle v ∈ V.

1.7 Beispiel. Auf dem Rn sind die Normen ‖·‖1, ‖·‖2 und ‖·‖∞ �aquivalent.

Genauer gilt f�ur jedes v ∈ Rn

‖v‖∞ ≤ ‖v‖1 ≤ √n‖v‖2 ≤ n‖v‖∞.
Wir werden sp�ater den Satz beweisen, dass je zwei Normen auf dem Rn �aquivalent

sind.
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2. Metrische Räume

In der Analysis II bewegen wir uns im Rn. F�ur einige Grundbegri�e wie z. B. Stetig-
keit ist die Vektorraumstruktur aber nicht notwendig.

2.1 Definition. Ein metrischer Raum besteht aus einer Menge X und einer Abbil-

dung d : X× X→ R, genannt Metrik, mit den folgenden Eigenschaften

(a) d(x, y) ≥ 0 f�ur alle x, y ∈ X,

(b) d(x, y) = 0 genau dann, wenn x = y,

(c) d(x, y) = d(y, x) f�ur alle x, y ∈ X,

(d) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) f�ur alle x, y, z ∈ X (Dreiecksungleichung).

2.2 Beispiel. Jeder normierte Raum wird durch die Setzung d(x, y) = ‖x − y‖ zu
einem metrischen Raum.

2.3 Beispiel. Wenn X ein metrischer Raum und Y eine Teilmenge von X ist, so wird

auch Y zu einem metrischen Raum, indem man die Metrik d : X× X→ R auf Y × Y
einschr�ankt.

2.4 Beispiel. Auf jeder beliebigen Menge X gibt es die folgende, ganz langweilige

Metrik

d(x, y) =

{
0, falls x = y,

1, sonst.

Sie hei�t diskrete Metrik.

2.5 Definition. Sei X ein metrischer Raum mit Metrik d. F�ur a ∈ X und r > 0

de�nieren wir die o�ene Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r als

Br(a) = {x ∈ X | d(a, x) < r}.

Die abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r wird de�niert durch

Br(a) = {x ∈ X | d(a, x) ≤ r}.

2.6 Definition. Sei X ein metrischer Raum. Eine Teilmenge G ⊂ X hei�t o�en in X,

wenn zu jedem x ∈ G ein r > 0 existiert, so dass Br(x) ⊂ G.
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2.7 Beispiel. X = Rmit der Metrik d(x, y) = |x−y|. Dann sind alle o�enen Intervalle
o�en im Sinne obiger De�nition.

2.8 Satz. Jede o�ene Kugel in einem metrischen Raum X ist o�en in X.

2.9 Satz. Sei X ein metrischer Raum. Dann gelten

(a) X und ∅ sind o�en in X.

(b) Ist I irgendeine Menge und ist f�ur jedes i ∈ I eine o�ene Teilmenge Ai ⊂ X
gegeben, dann ist

⋃
i∈IAi o�en in X.

(c) Sind A1, . . . , An endlich viele o�ene Mengen in X, so ist A1∩ · · ·∩An o�en
in X.

2.10 Beispiel. I = N und An =
(
− 1
n
, 1
n

)
. Dann ist jedes An o�en, aber

⋂
n∈NAn = {0}

nicht.

2.11 Definition. Sei X ein metrischer Raum und sei x ∈ X. Eine Teilmenge U ⊂ X
hei�t Umgebung von x, wenn es eine o�ene Teilmenge A ⊂ X gibt mit x ∈ A ⊂ U.

2.12 Bemerkung. Eigenschaften von Umgebungen:

(a) F�ur x ∈ X und U ⊂ X sind �aquivalent

(i) U ist Umgebung von x.

(ii) Es gibt ein r > 0 mit Br(x) ⊂ U.

(b) Eine Menge ist genau dann o�en, wenn sie Umgebung aller ihrer Punkte ist.

(c) Jede Obermenge einer Umgebung von x ist wieder Umgebung von x.

(d) Der Durchschnitt endlich vieler Umgebungen von x ist wieder eine Umgebung

von x.

2.13 Definition. Es sei X ein metrischer Raum, es sei x ∈ X, und es sei A ⊂ X.
x hei�t Ber�uhrpunkt von A, falls in jeder Umgebung von x ein Punkt von A liegt.

x hei�t H�aufungspunkt von A, falls in jeder Umgebung von x ein von x verschie-

dener Punkt von A liegt.

2.14 Beispiel. Ein Punkt x ∈ R ist genau dann ein Ber�uhrpunkt von A = { 1
n
| n ∈ N},

wenn x ∈ A oder x = 0, aber nur 0 ist ein H�aufungspunkt von A.

2.15 Bemerkung. x ist genau dann ein Ber�uhrpunkt von A, wenn x ∈ A oder x

H�aufungspunkt von A ist.
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2. Metrische R�aume

2.16 Satz. Sei X ein metrischer Raum und sei A ⊂ X. Dann sind �aquivalent:

(a) A enth�alt alle Ber�uhrpunkte von A.

(b) A enth�alt alle H�aufungspunkte von A.

(c) X \A ist o�en in X.

2.17 Definition. Wenn eine Teilmenge A eines metrischen Raums X die �aquivalenten

Eigenschaften aus Satz 2.16 besitzt, dann sagt man, A sei abgeschlossen in X.

2.18 Beispiel. Abgeschlossene Intervalle sind abgeschlossen im Sinne dieser De�ni-

tion.

2.19 Satz (De Morgansche Regeln).

X \
⋃
i∈I

Ai =
⋂
i∈I

(X \Ai), X \
⋂
i∈I

Ai =
⋃
i∈I

(X \Ai).

2.20 Satz. Sei X ein metrischer Raum. Dann gelten

(a) ∅ und X sind abgeschlossen.

(b) Der Durchschnitt von beliebig vielen abgeschlossenen Mengen ist abge-

schlossen.

(c) Die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlos-

sen.

2.21 Beispiel.
⋃
n∈N

[
−1+ 1

n
, 1− 1

n

]
= (−1, 1) ist eine Menge, die nicht abgeschlos-

sen, aber Vereinigung von abgeschlossenen Mengen ist.

2.22 Satz. Sei X ein metrischer Raum und A ⊂ X eine endliche Teilmenge.

Dann ist A abgeschlossen.

2.23 Definition. Sei (xn)n∈N eine Folge in einem metrischen Raum X, und sei y ∈ X.
Der Punkt y hei�t Grenzwert der Folge (xn)n∈N, wenn es zu jedem ε > 0 ein N ∈ N
gibt, so dass d(xn, y) < ε f�ur alle n ≥ N.
Man schreibt dann limn→∞ xn = y oder xn → y.

2.24 Bemerkung. Es sind �aquivalent

(a) limn→∞ xn = y.

(b) Zu jedem ε > 0 existiert ein N ∈ N, so dass xn ∈ Bε(y) f�ur alle n ≥ N.

(c) Zu jeder Umgebung U von y existiert ein N ∈ N, so dass xn ∈ U f�ur alle n ≥ N.
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2.25 Satz. Keine Folge in einem metrischen Raum besitzt mehr als einen Grenz-

wert.

2.26 Bemerkung. Sei X ein metrischer Raum, sei A ⊂ X und x ∈ X.

(a) x ist Ber�uhrpunkt von A genau dann, wenn es eine Folge (xn)n∈N in A gibt mit

limn→∞ xn = x.

(b) A ist genau dann abgeschlossen, wenn gilt: Ist (xn)n∈N eine Folge in A, die einen

Grenzwert in X besitzt, so liegt dieser Grenzwert bereits in A.

2.27 Definition. Zwei Metriken d1 und d2 auf X hei�en �aquivalent, wenn es 0 <

a < b gibt, so dass

ad1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤ bd1(x, y) f�ur alle x, y ∈ X.

2.28 Bemerkung. (a) Wenn ‖·‖ und ||| · ||| �aquivalente Normen auf einem R-Vektor-
raum V sind, dann sind die zugeh�origen Metriken d1(x, y) = ‖x − y‖ und

d2(x, y) = |||x− y||| ebenfalls �aquivalent.

(b) �Aquivalente Metriken besitzen dieselben Umgebungen, dieselben Ber�uhr- und

H�aufungspunkte, sowie dieselben o�enen bzw. abgeschlossenen Mengen.

(c) Seien d1 und d2 �aquivalente Metriken auf X. Eine Folge (xn)n∈N in X besitzt

genau dann den Grenzwert y bzgl. d1, wenn sie bzgl. d2 gegen y konvergiert.

2.29 Satz. Sei X = Rn mit einer der Normen ‖·‖p, p = 1, 2,∞. Sei (x(k))k∈N eine

Folge im Rn mit x(k) = (x
(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
n ), und sei x(0) = (x

(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n ). Dann

gilt limk→∞ x(k) = x(0) genau dann, wenn f�ur jedes j ∈ {1, . . . , n} gilt limk→∞ x(k)j =

x
(0)
j .

Man sagt: Eine Folge konvergiert genau dann im Rn, wenn sie komponentenweise

konvergiert.

2.30 Definition. Sei X ein metrischer Raum, sei A ⊂ X und x ∈ X. Man bezeichnet

x als inneren Punkt von A, wenn A Umgebung von x ist. Die Menge aller inneren

Punkte von A bezeichnet man als das Innere von A; man schreibt daf�ur �A.

2.31 Satz. �A ist die gr�o�te o�ene Teilmenge von X, die in A enthalten ist.

2.32 Beispiel. In X = Rn mit einer der Normen ‖·‖p, p = 1, 2,∞, sei A = Br(a).

Dann gilt �A = Br(a).

2.33 Definition. Sei X ein metrischer Raum, seiA ⊂ X. Die Menge aller Ber�uhrpunkte

von A hei�t Abschluss von A, i. Z. A.

2.34 Beispiel. In X = Rn mit einer der Normen ‖·‖p, p = 1, 2,∞, gilt Br(a) = Br(a).
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2. Metrische R�aume

2.35 Bemerkung. (a) X \A = (X \A)◦.

(b) A ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die A umfasst.

2.36 Definition. Sei X ein metrischer Raum, A ⊂ X und x ∈ X. x hei�t Randpunkt
von A, wenn x Ber�uhrpunkt von A und von X \A ist. Die Menge aller Randpunkte

ist der Rand von A, man schreibt daf�ur ∂A.

2.37 Bemerkung. (a) ∂A ist abgeschlossen in X.

(b) X ist disjunkte Vereinigung von �A, ∂A und (X \A)◦.

2.38 Beispiel. In Rn mit einer der Normen ‖·‖j, j = 1, 2,∞, gilt

∂Br(a) = ∂Br(a) = {x ∈ Rn | ‖x− a‖j = r}.
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3. Stetige Abbildungen

3.1 Definition. Seien (X, d1) und (Y, d2) metrische R�aume, sei f : X→ Y eine Abbil-

dung, und sei x0 ∈ X. f hei�t stetig im Punkt x0, wenn es zu jedem ε > 0 ein δ > 0

gibt, so dass f�ur jedes x ∈ X mit d1(x, x0) < δ gilt d2(f(x), f(x0)) < ε.

Eine Abbildung f hei�t stetig, wenn sie in jedem Punkt ihres De�nitionsbereichs

stetig ist.

3.2 Bemerkung. f ist genau dann stetig in x0, wenn es zu jeder Umgebung U

von f(x0) eine Umgebung V von x0 gibt mit f(V) ⊂ U.
3.3 Beispiel. (a) Alle konstanten Abbildungen sind stetig.

(b) Seien X, Y und Z metrische R�aume, f : X→ Y und g : Y → Z Abbildungen und

sei x0 ∈ X. Falls f stetig in x0 und g stetig in f(x0) ist, so ist g ◦ f stetig in x0.

3.4 Satz. Seien X und Y metrische R�aume, sei f : X→ Y eine Abbildung. Dann

sind �aquivalent:

(a) f ist stetig.

(b) F�ur jede o�ene Menge A ⊂ Y ist f−1(A) o�en in X.

(c) F�ur jede abgeschlossene Menge B ⊂ Y ist f−1(B) abgeschlossen in X.

(d) F�ur jede konvergente Folge (xn)n∈N in X gilt

lim
n→∞ f(xn) = f

(
lim
n→∞ xn

)
.

3.5 Korollar. Seien X, Y metrische R�aume und seien f, g : X → Y stetig. Dann

ist {x ∈ X | f(x) = g(x)} abgeschlossen in X.

3.6 Korollar. Sei X ein metrischer Raum und seien f, g : X→ R stetig. Dann ist

{x | f(x) < g(x)} o�en in X.

3.7 Korollar. Sei X ein metrischer Raum, sei x0 ∈ X, und seien f, g : X → R
stetig in x0. Dann sind auch die Funktionen f + g, f − g und f · g stetig in x0.

Falls zus�atzlich g(x0) 6= 0, so gibt es eine Umgebung U von x0, so dass g(x) 6= 0
f�ur alle x ∈ U, und die Funktion f/g : U→ R ist stetig in x0.

3.8 Satz. Sei X ein metrischer Raum und sei f : X → Rn eine Abbildung. Wir

schreiben f(x) = (f1(x), . . . , fn(x)) mit Abbildungen fj : X → R, j = 1, . . . , n. Wir

versehen Rn mit einer der Normen ‖·‖p, p = 1, 2,∞. Dann ist f genau dann

stetig, wenn alle fj stetig sind.
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4. Kompakte Mengen und stetige
Abbildungen

Ziel in diesem Abschnitt ist die Verallgemeinerung des Satzes von Bolzano-Weierstra�.

4.1 Definition. Eine Teilmenge A eines metrischen Raums X hei�t kompakt, wenn

jede Folge in A eine konvergente Teilfolge hat, deren Genzwert in A liegt.

4.2 Bemerkung. (a) Alle Intervalle der Form [a, b] mit a, b ∈ R, a < b sind

kompakt. (Das ist der Satz von Bolzano-Weierstra�.)

(b) Wenn A kompakt ist, dann liegen alle Ber�uhrpunkte von A in A. Kompakte

Teilmengen sind daher abgeschlossen.

4.3 Definition. Sei V ein normierter Raum. Eine Teilmenge A von V hei�t be-

schr�ankt, wenn es ein C > 0 gibt, so dass ‖x‖ ≤ C f�ur alle x ∈ A.

4.4 Lemma. Sei A eine kompakte Teilmenge eines normierten Raums V. Dann

ist A beschr�ankt.

4.5 Satz (Heine-Borel1). Der Rn sei mit einer der Normen ‖·‖p, p = 1, 2,∞, ver-

sehen. Eine Teilmenge A ⊂ Rn ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen

und beschr�ankt ist.

4.6 Satz. Seien X, Y metrische R�aume, sei f : X → Y eine stetige Abbildung,

und sei A ⊂ X kompakt. Dann ist f(A) ebenfalls kompakt.

Pr�agnante Formulierung: \Das stetige Bild einer kompakten Menge ist kompakt."

4.7 Korollar. Sei A eine abgeschlossene und beschr�ankte Teilmenge des Rn,
und sei f : A→ R stetig. Dann nimmt f auf A ihr Maximum und ihr Minimum

an.

4.8 Satz. Es seien (V, ‖·‖) und (W, ‖·‖) normierte R�aume, und es sei dimV <∞.

Ferner sei A : V →W linear. Dann gibt es ein L > 0, so dass

‖Av‖ ≤ L‖v‖ f�ur alle v ∈ V,

und A ist stetig.

4.9 Korollar. Je zwei Normen auf dem Rn sind �aquivalent.

1Eduard Heine, nicht mit der HHU verwandt
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5. Partielle Ableitungen

5.1 Definition. Es sei U ⊂ Rn o�en, es sei f : U→ R, und es sei x = (x1, x2, . . . , xn) ∈
U. F�ur i = 1, . . . , n setzen wir Ui = {t ∈ R | (x1, . . . , xi−1, t, xi+1, . . . , xn) ∈ U}. Dann
ist Ui eine o�ene Umgebung von xi in R. Man de�niert Fi : Ui → R durch

Fi(t) = f(x1, . . . , xi−1, t, xi+1, . . . , xn).

Wenn f�ur jedes i = 1, . . . n die Funktion Fi in xi di�erenzierbar ist, dann hei�t f

partiell di�erenzierbar in x. Man schreibt dann

∂f

∂xi
(x) = F ′i(xi).

∂f
∂xi

(x) hei�t dann i-te partielle Ableitung von f in x. Die Funktion f hei�t partiell

di�erenzierbar, wenn sie in jedem Punkt von U partiell di�erenzierbar ist.

5.2 Bemerkung. (a) Man berechnet die i-te partielle Ableitung, indem man f als

Funktion von xi allein auffasst und die anderen Variablen als konstant ansieht.

(b) F�ur n = 2 schreibt man of (x, y) anstelle von (x1, x2). Dann schreibt man

entsprechend ∂f
∂x

und ∂f
∂y
.

5.3 Beispiel. (a) f(x, y) = exy
2
. Dann ∂f

∂x
= y2exy

2
und ∂f

∂y
= 2xyexy

2
.

(b) Betrachte

f : R2 → R, (x, y) 7→


xy

x2 + y2
, f�ur (x, y) 6= (0, 0),

0, sonst.

Die Funktion f ist �uberall partiell di�erenzierbar, obwohl sie in (0, 0) unstetig

ist. Den Graphen von f zeigen die Abbildungen 5.1 und 5.2.

5.4 Definition. Sei U o�en in Rn und f : U → R partiell di�erenzierbar. Wenn alle

partiellen Ableitungen ∂f
∂xi

, i = 1, . . . , n, wieder partiell di�erenzierbar sind, dann

hei�t f zweimal partiell di�erenzierbar. Man schreibt dann

∂2f

∂xj∂xi
=

∂

∂xj

∂f

∂xi
.

Induktiv de�niert man so f�ur jedes k ∈ N die k-fachen partiellen Ableitungen.
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5. Partielle Ableitungen
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Abbildung 5.1.: Graph der Funktion aus Beispiel 5.3

Abbildung 5.2.: Graph der Funktion aus Beispiel mit Geraden konstanter

Funktionswerte
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Wenn f k-mal partiell di�erenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen der Ord-

nung ≤ k stetig sind, dann sagt man, f sei von der Klasse Ck. Beachte, dass dabei

die Stetigkeit der Ableitung 0-ter Ordnung, also von f selbst, gefordert wird. Wenn

f f�ur jedes k ∈ N von der Klasse Ck ist, so hei�t f glatt oder von der Klasse C∞.
Schlie�lich hei�t f von der Ordnung C0, wenn es stetig ist.

5.5 Bezeichnung. Statt x 7→ ∂f
∂xi

wird auch Dif geschrieben. Also beispielsweise

∂3f

∂x1∂x
2
2

= D1D
2
2f.

5.6 Definition. Ist U ⊂ Rn o�en und f : U → R partiell di�erenzierbar, so erh�alt

de�niert man

∇f : U→ Rn, ∇f(x) =
(
∂f

∂x1
(x),

∂f

∂x2
(x), . . . ,

∂f

∂xn
(x)

)
.

∇f ist der Gradient von f. Das Zeichen ∇ wird als \Nabla" ausgesprochen.

5.7 Definition. Sei U ⊂ Rn o�en und sei f = (f1, f2, . . . , fm) : U→ Rm. Dann hei�t f

partiell di�erenzierbar (bzw. von der Klasse Ck), wenn alle fj partiell di�erenzierbar

(bzw. von der Klasse Ck) sind. F�ur x ∈ U ist

Df(x) =


∂f1
∂x1

(x) ∂f1
∂x2

(x) . . . ∂f1
∂xn

(x)
∂f2
∂x1

(x) ∂f2
∂x2

(x) . . . ∂f2
∂xn

(x)
...

...
...

∂fm
∂x1

(x) ∂fm
∂x2

(x) . . . ∂fm
∂xn

(x)


als Funktionalmatrix oder Jacobi-Matrix von f an der Stelle x.

Wenn Funktionalmatrizen vorkommen, schreiben wir Vektoren als Spalten.
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6. C1-Abbildungen

6.1 Satz. Sei U o�en in Rn und f = (f1, f2, . . . , fm) : U → Rm eine partiell di�e-

renzierbare Abbildung, so dass alle Funktionen
∂fj
∂xi

: U→ R stetig sind. Sei x ∈ U
fest. F�ur jedes ξ ∈ Rn mit x+ ξ ∈ U de�niere ϕ(ξ) ∈ Rm durch

f(x+ ξ) − f(x) = Df(x) · ξ+ϕ(ξ). (6.1)

Dann gilt

lim
ξ→0
‖ϕ(ξ)‖
‖ξ‖

= 0.

6.2 Definition. Sei U ⊂ Rn o�en. Eine Abbildung f : U → Rm hei�t (total) di�e-

renzierbar in x ∈ U, wenn f in x partiell di�erenzierbar ist und f�ur die Abbildung ϕ

aus (6.1) gilt

lim
ξ→0
‖ϕ(ξ)‖
‖ξ‖

= 0.

6.3 Korollar. C1-Abbildungen sind di�erenzierbar.

6.4 Beispiel. Die Umkehrung gilt nicht. Wir hatten bereits in der Analysis I gesehen,

dass die Abbildung

x 7→ {x2 sin( 1x) , x 6= 0,
0, x = 0,

zwar di�erenzierbar ist, die Ableitung aber unstetig in 0 ist.

6.5 Satz. Sei U ⊂ Rn o�en, sei f : U → Rm eine Abbildung, und sei x ∈ U.
Wenn f in x di�erenzierbar ist, dann ist f stetig in x.

6.6 Beispiel. Sei A eine reellem×n-Matrix. De�niere f : Rn → Rm durch f(x) = A·x.
Dann ist f di�erenzierbar, und f�ur jedes x ∈ Rn gilt Df(x) = A.

f ist sogar von der Klasse C∞. Alle h�oheren partiellen Ableitungen von f sind 0.

6.7 Satz. Sei U o�en in Rn, x ∈ U und f : U→ Rm. Wenn es eine m×n-Matrix A

gibt, so dass f�ur

ϕ(ξ) = f(x+ ξ) − f(x) −A · ξ

gilt

lim
ξ→0
‖ϕ(ξ)‖
‖ξ‖

= 0,

dann ist f in x di�erenzierbar und A = Df(x).
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6.8 Satz (Kettenregel). Seien U ⊂ Rn und V ⊂ Rm o�en. Seien f : U → Rm und

g : V → Rp von der Klasse Ck, und sei f(U) ⊂ V. Dann ist die Abbildung g ◦ f

von der Klasse Ck, und es gilt

D(g ◦ f)(x) = Dg(f(x)) ·Df(x) f�ur alle x ∈ U.

Das gilt auch f�ur k =∞.

6.9 Beispiel. F�ur p = 1, also g ◦ f : U→ R, erh�alt man

∂(g ◦ f)

∂xi
(x) =

m∑
j=1

∂g

∂yj
(f(x))

∂fj

∂xi
(x).

6.10 Notation. F�ur u, v ∈ Rn schreiben wir das Skalarprodukt wie folgt

〈u, v〉 =
n∑
i=1

uivi.

6.11 Definition. Sei U ⊂ Rn o�en, sei f : U → R eine Funktion, sei x ∈ U und sei

v ∈ Rn. Dann ist Uv = {t ∈ R | x+tv ∈ U} eine o�ene Umgebung der 0 in R. De�niere
Fv : Uv → R durch Fv(t) = f(x+ tv). Wenn Fv in 0 di�erenzierbar ist, dann bezeichnet

man F ′v(0) als Richtungsableitung von f an der Stelle x in Richtung v. Wir schreiben

Dvf(x) oder
∂f
∂v
(x) daf�ur.

6.12 Satz. Sei U ⊂ Rn o�en, sei f : U→ R von der Klasse C1, sei x ∈ U und sei

v ∈ Rn. Dann existiert die Richtungsableitung Dvf(x) und es gilt

Dvf(x) = 〈∇f(x), v〉 .

Wenn der Gradient nicht verschwindet, dann gibt er die Richtung des st�arksten

Anstiegs an. In diesem Fall ist die Richtung des st�arksten Anstiegs senkrecht zu den

H�ohenlinien.
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7. Die Hesse-Matrix

7.1 Definition. Sei U ⊂ Rn o�en und sei f : U→ R zweimal partiell di�erenzierbar.

Die Matrix

Hf(x) =



∂2f

∂x21
(x)

∂2f

∂x1∂x2
(x) . . .

∂2f

∂x1∂xn
(x)

∂2f

∂x2∂x1
(x)

∂2f

∂x22
(x) . . .

∂2f

∂x2∂xn
(x)

...
... · · · ...

∂2f

∂xn∂x1
(x)

∂2f

∂xn∂x2
(x) . . .

∂2f

∂x2n
(x)


hei�t Hesse-Matrix von f an der Stelle x.

7.2 Satz (H. A. Schwarz). Wenn f von der Klasse C2 ist, dann ist Hf(x) f�ur

jedes x ∈ U symmetrisch, d. h.

∂2f

∂xi∂xj
(x) =

∂2f

∂xj∂xi
(x)

f�ur alle i, j ∈ {1, . . . , n}.

7.3 Beispiel. F�ur f(x, y, z) = xz+ ex+2y gilt

Hf(x, y, z) =

 ex+2y 2ex+2y 1

2ex+2y 4ex+2y 0

1 0 0

 .
7.4 Korollar. Wenn f von der Klasse Ck ist, dann kommt es bei den Ableitungen

von der Ordnung ≤ k nicht auf die Reihenfolge an.

20



8. Mittelwertsatz und Taylor-Formel

Ich schreibe die Funktionalmatrix jetzt immer mit Klammern, also D(f)(x) f�ur die

Funktionalmatrix von f an der Stelle x.

Der Mittelwertsatz der Analysis I lautet: Sei f : [a, b]→ R stetig und di�erenzierbar

auf (a, b), dann gibt es ein ξ ∈ (a, b) mit

f(b) − f(a) = f ′(ξ)(b− a).

In dieser Form kann der Mittelwertsatz nicht auf mehrere Ver�anderliche verallge-

meinert werden.

8.1 Beispiel. f : R → R2 sei de�niert durch f(x) = ( cos x
sin x ). Dann f(0) = f(2π), aber

es gibt kein ξ mit D(f)(ξ) = ( 00 ).

8.2 Lemma. Sei U ⊂ Rn o�en und sei f : U→ Rm von der Klasse C1. Sei A ⊂ U
beschr�ankt und abgeschlossen. Dann existiert M ≥ 0, so dass ‖D(f)(x) · v‖ ≤
M‖v‖ f�ur alle x ∈ A und v ∈ Rn.

Der Wert von M h�angt von den gew�ahlten Normen auf Rn und Rm ab.

8.3 Theorem (Mittelwertsatz). Sei U ⊂ Rn o�en und f : U → Rm von der Klas-

se C1. Seien x, ξ ∈ Rn so, dass die Strecke A = {x + tξ | 0 ≤ t ≤ 1} ganz in U

liegt. W�ahle M so, dass ‖D(f)(y) · v‖ ≤M‖v‖ f�ur alle y ∈ A und v ∈ Rn. Dann
gilt

‖f(x+ ξ) − f(x)‖ ≤M‖ξ‖.

8.4 Beispiel. Sei f : R2 → R2 gegeben als

f

(
x1
x2

)
=

(
x1e

x2

e−x1x2

)
.

F�ur alle h ∈ [−1, 1] wollen wir
∥∥f( 11 ) − f( 1+h1+h

)∥∥∞ absch�atzen. Wir setzen dazu A =

{( tt ) | 0 ≤ t ≤ 2} und berechnen die Funktionalmatrix

D(f)

(
x1
x2

)
=

(
ex2 x1e

x2

−x2e
x1x2 −x1e

−x1x2

)
.

F�ur v = (v1, v2) mit ‖v‖∞ = 1 gilt∥∥∥∥∥D(f)

(
x1
x2

)
· v

∥∥∥∥∥∞ =

∥∥∥∥∥
(

v1e
x2 + v2x1e

x2

−v1x2e
−x1x2 − v2x1e

−x1x2

)∥∥∥∥∥∞
≤ max (ex2 + |x1|ex2 , |x2|e−x1x2 + |x1|e−x1x2) ≤ max

(
e2 + 2e2, 2e0 + 2e0

)
= 3e2.
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8. Mittelwertsatz und Taylor-Formel

Wir haben gezeigt∥∥∥∥∥f
(
1

1

)
− f

(
1+ h

1+ h

)∥∥∥∥∥∞ ≤ 3e2|h| f�ur −1 ≤ h ≤ 1.

8.5 Satz. U ⊂ Rn o�en sei so, dass je zwei Punkte in U durch einen Streckenzug

verbunden werden k�onnen, der komplett in U verl�auft. Sei f : U → Rm partiell

di�erenzierbar mit D(f)(x) = 0 f�ur alle x ∈ U. Dann ist f konstant.

Da es wegen des Satzes von Schwarz bei Ck-Abbildungen auf die Di�erentiations-

reihenfolge nicht ankommt, ist die folgende Schreibweise sinnvoll:

8.6 Notation. Sei U ⊂ Rn o�en und f : U→ R eine Abbildung.

(a) F�ur α ∈ Nn0 setzen wir

|α| = α1 + α2 + · · ·+ αn,
α! = α1! · α2! · · ·αn!.

Ein n-Tupel mit dieser Interpretation hei�t Multiindex.

(b) F�ur einen Multiindex α und f von der Klasse C|α| setzen wir

Dαf = Dα1

1 D
α2

2 . . . D
αn
n f =

∂|α|f

∂xα1

1 ∂x
α2

2 . . . ∂x
αn
n

.

Dabei gilt die Vereinbarung D0
i f = f.

(c) F�ur x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn setzen wir xα = xα1

1 · x
α2

2 · · · xαn
n .

8.7 Theorem (Taylor-Formel). Sei U ⊂ Rn o�en und sei f : U → R von der

Klasse Ck+1. Seien x, ξ ∈ Rn, so dass die Strecke zwischen x und x+ξ (inklusive

der Endpunkte) in U liegt. Dann

f(x+ ξ) =
∑
|α|≤k

Dαf(x)

α!
ξα + (k+ 1)

∑
|α|=k+1

∫ 1
0

(1− t)k
Dαf(x+ tξ)

α!
ξαdt.

8.8 Korollar. Sei U ⊂ Rn o�en, sei f : U → R von der Klasse C3, sei x ∈ U
und sei Br(x) ⊂ U, wobei die Kugel Br(x) bez�uglich einer beliebigen Norm ‖·‖
gebildet wird. Dann gibt es M ≥ 0, so dass f�ur alle ξ mit ‖ξ‖ < r gilt

f(x+ ξ) = f(x) + 〈∇f(x), ξ〉+ 1

2
〈Hf(x) · ξ, ξ〉+ R3(ξ),

wobei |R3(ξ)| ≤M‖ξ‖3.
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9. Extremwerte und kritische Stellen

9.1 Definition. Sei X ein metrischer Raum, f : X → R eine Funktion und x0 ∈ X.
f besitzt in x0 ein lokales Maximum, wenn es eine Umgebung U von x0 gibt mit

f(x0) ≥ f(x) f�ur alle x ∈ U.

f besitzt in x0 ein striktes lokales Maximum, wenn es eine Umgebung U von x0 gibt

mit

f(x0) > f(x) f�ur alle x ∈ U \ {x0}.

Entsprechend de�niert man (strikte) lokale Minima. f besitzt in x0 ein (striktes)

lokales Extremum, wenn f in x0 ein (striktes) lokales Maximum oder ein (striktes)

lokales Minimum besitzt.

9.2 Satz. Sei U ⊂ Rn o�en und sei f : U → R partiell di�erenzierbar. Wenn f

in x ein lokales Extremum besitzt, dann

∇f(x) = 0.

9.3 Definition. Sei U ⊂ Rn o�en und sei f : U → R partiell di�erenzierbar. Wenn

∇f(x) = 0, so hei�t x kritische Stelle von f.

Kritische Stellen sind Kandidaten f�ur Extremalstellen. Zur genaueren Untersu-

chung kann man die Hesse-Matrix heranziehen. Dazu wiederhole ich einige Begri�e

aus der linearen Algebra.

9.4 Definition. Sei A eine reelle, symmetrische n× n-Matrix.

(a) A hei�t positiv de�nit, wenn 〈x,Ax〉 > 0 f�ur alle x ∈ Rn \ {0}.

(b) A hei�t negativ de�nit, wenn 〈x,Ax〉 < 0 f�ur alle x ∈ Rn \ {0}.

(c) A hei�t positiv semide�nit, wenn 〈x,Ax〉 ≥ 0 f�ur alle x ∈ Rn.

(d) A hei�t negativ semide�nit, wenn 〈x,Ax〉 ≤ 0 f�ur alle x ∈ Rn.

(e) A hei�t inde�nit, wenn es ein x ∈ Rn mit 〈x,Ax〉 > 0 und ein y ∈ Rn mit

〈y,Ay〉 < 0 gibt.

9.5 Lemma. Sei A eine reelle, symmetrische n× n-Matrix.
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9. Extremwerte und kritische Stellen

(a) A ist genau dann positiv de�nit, wenn alle Eigenwerte von A positiv sind

(also echt gr�o�er als 0).

(b) A ist genau dann positiv semide�nit, wenn alle Eigenwerte von A positiv

oder 0 sind.

(c) A ist genau dann negativ de�nit, wenn alle Eigenwerte von A negativ sind.

(d) A ist genau dann negativ semide�nit, wenn alle Eigenwerte von A negativ

oder 0 sind.

(e) A ist genau dann inde�nit, wenn A sowohl positive als auch negative Ei-

genwerte besitzt.

9.6 Satz (Hurwitz-Kriterium). Sei A = (ai,j)1≤i,j≤n eine reelle, symmetrische n×n-
Matrix. Setze

∆k = det

a1,1 · · · a1,k
...

...

ak,1 · · · ak,k

 .
(a) A ist genau dann positiv de�nit, wenn ∆k > 0 f�ur alle k.

(b) A ist genau dann negativ de�nit, wenn (−1)k∆k > 0 f�ur alle k.

(c) Wenn es ein k mit ∆2k < 0 gibt, dann ist A inde�nit.

Beweis. Den wichtigen Spezialfall n = 2 machen wir als �Ubung. Den allgemeinen

Beweis �ndet man beispielsweise als Satz 20.12 im Buch von Kaballo. Forster zitiert

Abschnitt 6.7.9 des Buches \Lineare Algebra" von Fischer.

Man versteht die Bedingungen am besten durch Betrachtung des Spezialfalls von

Diagonalmatrizen.

9.7 Beispiel. F�ur a ∈ R betrachte

A =

−1 −1 1

−1 −2 0

1 0 a

 und B =

 1 −2 1

−2 2 0

1 0 −2

 .
F�ur A gelten ∆1 = −1, ∆2 = 1 und ∆3 = det(A) = a+ 2. Also ist A negativ de�nit

f�ur a < −2. In allen anderen F�allen sagt das Hurwitz-Kriterium nichts aus.

F�ur B gilt ∆2 = −2. Daher ist B inde�nit.

9.8 Satz. Sei U ⊂ Rn o�en und f : U→ R von der Klasse C3. Sei x eine kritische

Stelle von f.

(a) Ist Hf(x) positiv de�nit, so besitzt f in x ein striktes lokales Minimum.
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(b) Ist Hf(x) negativ de�nit, so besitzt f in x ein striktes lokales Maximum.

(c) Ist Hf(x) inde�nit, so besitzt f in x kein lokales Extremum.

9.9 Bemerkung. (a) Wenn in einem kritischen Punkt kein Extremum vorliegt, so

spricht man von einem Sattelpunkt von f.

(b) Obiger Satz gilt auch dann noch, wenn f nur von der Klasse C2 ist. Details

�ndet man in den angegebenen B�uchern.

9.10 Beispiel. (a) f : R2 → R, f(x, y) = x2−y2. Dann ist (0, 0) der einzige kritische

Punkt. Dort ist Hf inde�nit. Also besitzt f in (0, 0) einen Sattel.

(b) f : R2 → R, f(x, y) = x3+y3−3xy. Dann gibt es zwei kritische Punkte, n�amlich

(x, y) = (0, 0) und (x, y) = (1, 1). In (0, 0) ist die Hessesche inde�nit, es liegt

also ein Sattel vor. In (1, 1) ist die Hessesche positiv de�nit, es liegt also ein

striktes lokales Minimum vor.
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Abbildung 9.1.: Graphen zu Beispiel 9.10
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10. Die Weglänge

10.1 Definition. Ein stetiger Weg ist eine stetige Abbildung α : [a, b]→ Rn, wobei
a, b ∈ R mit a < b. Der Weg hei�t geschlossen, wenn α(a) = α(b).

Die Bildmenge {α(t) | a ≤ t ≤ b} ist die Spur des Weges α.

10.2 Definition. Eine Zerlegung von [a, b] ist ein (m+ 1)-Tupel (t0, t1, . . . , tm) mit

a = t0 < t1 < · · · < tm = b.

10.3 Definition. α : [a, b] → Rn hei�t stetig di�erenzierbar, wenn es ein o�enes

Intervall I mit [a, b] ⊂ I gibt, so dass sich α zu einer Abbildung der Klasse C1 von I

nach Rn fortsetzen l�asst.

α hei�t st�uckweise stetig di�erenzierbar, wenn es eine Zerlegung (t0, t1, . . . , tm)

von [a, b] gibt, so dass die Einschr�ankungen α|[ti−1,ti] f�ur i = 1, . . . ,m stetig di�eren-

zierbar sind.

10.4 Definition. Sei α : [a, b] → Rn ein stetiger Weg. Mit Z bezeichnen wir die

Menge aller Zerlegungen von [a, b]. Ist Z = (t0, t1, . . . , tm) ∈ Z, sei sei

L(α,Z) =

m∑
i=1

‖α(ti) − α(ti−1)‖2.

α hei�t rekti�zierbar, wenn die Menge {L(α,Z) | Z ∈ Z} beschr�ankt ist. In diesem

Fall ist

L(α) = sup{L(α,Z) | Z ∈ Z}

die L�ange von α.

10.5 Definition. Sei α : [a, b]→ Rn ein rekti�zierbarer Weg. DieWegl�angenfunktion

ist de�niert als

s(t) = L(α|[a,t]).

10.6 Bemerkung. Sei Z = (t0, t1, . . . , tm) ∈ Z. Ein Weg α : [t0, tm] → R ist genau

dann rekti�zierbar, wenn f�ur alle i ∈ {1, . . . ,m} die Einschr�ankung α|[ti−1,ti] rekti�-

zierbar ist. In diesem Fall gilt

L(α) =

m∑
i=1

L
(
α|[ti−1,ti]

)
.

Insbesondere gilt f�ur a < t1 < t2 < b

s(t) = s(t1) + L(α|[t1,t]).
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10.7 Satz. Ist α stetig di�erenzierbar, so ist α rekti�zierbar, die Wegl�angenfunktion

ist stetig di�erenzierbar mit s ′(t) = ‖α ′(t)‖2 und

L(α) =

∫b
a

‖α ′(t)‖2dt.

10.8 Korollar. Jeder st�uckweise stetig di�erenzierbare Weg ist rekti�zierbar.

10.9 Beispiel. (a) In der Antike wurde π erkl�art als halbe L�ange des Einheits-

kreises. Die folgende Rechnung zeigt, dass diese De�nition mit der modernen

�ubereinstimmt.

Der Weg α : [−1, 1] → R2, t 7→ (t,
√
1− t2, beschreibt einen Halbkreis vom

Radius 1. Dann

α ′(t) =

(
1,

−t√
1− t2

)
.

Also

‖α ′(t)‖2 =
√
1+

t2

1− t2

und daher

L(α) =

∫ 1
−1

‖α ′(t)‖2dt =
∫ 1
−1

1√
1− t2

dt =

∫π/2
−π/2

cos(ϕ)√
1− sin2(ϕ)

dϕ = π.

(b) F�ur r, h > 0 sei der Weg α : [0, 4π]→ R3 gegeben durch

α(t) =

r cos tr sin t

th

 .
α beschreibt eine Schraubenlinie. Ihre L�ange ist 4π

√
r2 + h2.
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Teil II.

Gewöhnliche Differentialgleichungen
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11. Allgemeine Theorie und konkrete
Beispiele

Wir beginnen mit einem Spezialfall.

11.1 Definition. Sei U ⊂ R2 o�en und f : U → R stetig. Sei I ⊂ R ein o�enes

Intervall und ϕ : I → R di�erenzierbar. Wenn f�ur alle x ∈ I gilt (x,ϕ(x)) ∈ U und

ϕ ′(x) = f(x,ϕ(x)), so hei�t ϕ L�osung der Di�erentialgleichung

y ′ = f(x, y). (11.1)

Man bezeichnet (11.1) als explizite Di�erentialgleichung erster Ordnung.

Seien zus�atzlich noch x0 ∈ I und y0 ∈ R mit (x0, y0) ∈ U gegeben. Falls ϕ(x0) = y0,

so sagt man, dass ϕ die Anfangsbedingung

y(x0) = y0

erf�ullt. Man sagt dann auch, ϕ sei L�osung der Anfangswertaufgabe y ′ = f(x, y),

y(x0) = y0.

11.2 Beispiel. (a) Sei J ⊂ R ein o�enes Intervall und U = J × R. F�ur eine stetige
Funktion g : J→ R de�niere f(x, y) = g(x). Das bedeutet, dass die Di�erential-

gleichung y ′ = g(x) betrachtet wird. Ihre L�osungen sind die Stammfunktionen

von g.

(b) Sei U = R2 und sei f : U → R de�niert durch f(x, y) = y. Das bedeutet, dass

die Di�erentialgleichung y ′ = y betrachtet wird. Ihre L�osungen kennen wir aus

der Analysis I.

F�ur jedes c ∈ R ist ϕc(x) = cex eine L�osung, und andere L�osungen gibt es

nicht.

Die Graphen von ϕ1/2 und ϕ−1/5 zusammen mit dem Richtungsfeld der Di�e-

rentialgleichung zeigt Abbildung 11.1

11.3 Bezeichnung. Das Richtungsfeld einer expliziten Di�erentialgleichung erster

Ordnung y ′ = f(x, y) mit f : U → R ist die Abbildung F : U → R2, (x, y) 7→
(1, f(x, y)). Man verdeutlicht das Richtungsfeld, indem man an den Punkt (x, y)

den Vektor (x, f(x, y)) als Pfeil anzeichnet.

Wenn ϕ eine L�osung der Di�erentialgleichung ist, dann sind die Pfeile des Rich-

tungsfelds tangential an die L�osungskurve {(x,ϕ(x)).
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11. Allgemeine Theorie und konkrete Beispiele
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Abbildung 11.1.: Graph und Richtungsfeld zu Beispiel 11.2(b)

11.4 Beispiel. Sei U = R2 und f(x, y) = y2, man betrachtet also die Di�erentialglei-

chung

y ′ = y2.

Sei ϕ0 die Nullfunktion. F�ur c ∈ R de�nieren wir

ϕ−
c : (−∞, c)→ R, ϕ−

c (x) =
1

c− x

ϕ+
c : (c,∞)→ R, ϕ+

c (x) =
1

c− x
.

Dann sind die L�osungen ϕ0, ϕ
+
c und ϕ−

c L�osungen von y ′ = y2.

Die Graphen von ϕ+
−2, ϕ

−
−2, ϕ

+
1 und ϕ1− zusammen mit dem Richtungsfeld der

Di�erentialgleichung zeigt Abbildung 11.2

11.5 Satz (Getrennte Variablen). Es seien I ⊂ R und J ⊂ R o�ene Intervalle,

f : I → R und g : J → R stetig mit g(y) 6= 0 f�ur alle y ∈ J. Seien x0 ∈ I und
y0 ∈ J beliebig. Dann existiert ein o�enes Intervall I0 ⊂ I mit x0 ∈ I0, so dass

die Anfangswertaufgabe

y ′ = f(x)g(y), y(x0) = y0,
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Abbildung 11.2.: Graph und Richtungsfeld zu Beispiel 11.4

genau eine L�osung ϕ : I0 → R besitzt. Diese L�osung ist von der Form ϕ(x) =

G−1(F(x)), wobei

F(x) =

∫ x
x0

f(t)dt, G(y) =

∫y
y0

ds

g(s)
.

F�ur I0 kann jedes o�ene Intervall gew�ahlt werden, welches den Bedingungen

x0 ∈ I0 und F(I0) ⊂ G(J) gen�ugt.

11.6 Beispiel. Man gebe die L�osungsgesamtheit der Di�erentialgleichung

y ′ = −
x

y

auf I× J = R× (0,∞) an.

Man hat f(x) = x und g(y) = − 1
y
. Dann

F(x) =

∫ x
x0

t dt =
1

2
(x2 − x20)

und

G(y) = −

∫y
y0

s ds =
1

2
(y20 − y

2).

Also G−1(z) =
√
y20 − 2z. Daher ist

ϕ(x) =
√
x20 + y

2
0 − x

2 die auf I0 =

(
−
√
x20 + y

2
0,

√
x20 + y

2
0

)
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11. Allgemeine Theorie und konkrete Beispiele

eindeutig bestimmte L�osung. Die L�osungsgesamtheit besteht aus allen Funktionen

ϕC : (−C,C), ϕC(x) =
√
C2 − x2,

f�ur C > 0.

Die Graphen von ϕ3/2 und ϕ1 zusammen mit dem Richtungsfeld der Di�erential-

gleichung zeigt Abbildung 11.3

11.7 Beispiel. Sei U = R2 und f(x, y) = 3y
2
3 . Man betrachtet also die Di�erential-

gleichung

y ′ = 3 3
√
y2.

Wie bei der Substitutionsregel erweist sich die Leibniz-Notation als n�utzliche Merk-

hilfe.
dy

dx
= 3 3
√
y2.

Bringe alle Terme in y auf die linke Seite

y−2/3dy = 3dx

und bilde Stammfunktionen

3y1/3 = 3x+ C.

L�ose nach y auf

y = (x− c)3,

wobei c = −C/3 (aus Bequemlichkeit).

F�ur c ∈ R sei ϕc : R→ R de�niert durch ϕc(x) = (x− c)3. F�ur a, b ∈ R∪ {−∞,∞}

mit a < b setze

ϕa,b(x) =


ϕa(x), f�ur x ≤ a,
0, f�ur a < x < b,

ϕb(x), f�ur x ≥ b.

Dann ist ϕa,b di�erenzierbar und eine L�osung der Di�erentialgleichung. Jede An-

fangswertaufgabe besitzt also unendlich viele L�osungen.

Die Graphen von ϕ0,0 und ϕ−2,1 zusammen mit dem Richtungsfeld der Di�erenti-

algleichung zeigt Abbildung 11.4

Wir verallgemeinern jetzt De�nition 11.1 auf den vektorwertigen Fall.

11.8 Definition. Sei U ⊂ R × Rn o�en und seien f1, . . . , fn : U → R stetig. Sei

I ⊂ R ein o�enes Intervall und seien ϕ1, . . . , ϕn : I → R di�erenzierbar. Wenn f�ur

alle x ∈ I sowohl (x,ϕ1(x), . . . , ϕn(x)) ∈ U als auch ϕ ′i(x) = fi(x,ϕ1(x), . . . , ϕn(x))
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11. Allgemeine Theorie und konkrete Beispiele

f�ur i = 1, . . . , n gelten, dann ist das Tupel (ϕ1, . . . , ϕn) eine L�osung der expliziten

Di�erentialgleichung erster Ordnung.

y ′1 = f1(x, y1, . . . , yn)

...

y ′n = fn(x, y1, . . . , yn).

(11.2)

Daf�ur schreibt man meist einfacher y ′ = f(x, y)mit der Interpretation f = (f1, . . . , fn)

und ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn).

Wenn man n > 1 betonen will, dann spricht man auch von einem Di�erentialglei-

chungssystem.

11.9 Definition. Seien X und Y metrische R�aume und f : X→ Y eine Abbildung.

(a) f hei�t Lipschitz-stetig, wenn es ein L ≥ 0 gibt mit d(f(a), f(b)) ≤ Ld(a, b)
f�ur alle a, b ∈ X.

(b) f hei�t lokal Lipschitz-stetig in x0 ∈ X, wenn es eine Umgebung U von x0 gibt,

so dass die Einschr�ankung f|U Lipschitz-stetig ist.

11.10 Bemerkung. (a) Lipschitz-stetige Abbildungen sind lokal Lipschitz-stetig

und lokal Lipschitz-stetige Abbildungen sind stetig.

(b) C1-Abbildungen sind lokal Lipschitz-stetig.

(c) Die Funktion f : R → R, x 7→ |x|, ist Lipschitz-stetig. Die Funktion g : R → R,
x 7→√

|x|, ist in 0 nicht lokal Lipschitz-stetig.

11.11 Definition. Seien X, Y und Z metrische R�aume, sei U ⊂ X × Y, und sei

f : U→ Z eine Abbildung.

(a) f hei�t Lipschitz-stetig im zweiten Argument, wenn es ein L ≥ 0 gibt, so dass

d(f(x, y1), f(x, y2)) ≤ Ld(y1, y2) f�ur alle (x, y1), (x, y2) ∈ U.

(b) f hei�t lokal Lipschitz-stetig im zweiten Argument, wenn es zu jedem Paar

(x0, y0) ∈ U eine Umgebung V gibt, so dass f|V Lipschitz-stetig im zweiten

Argument ist.

11.12 Bemerkung. Sei U ⊂ Rm × Rn o�en und f : U → Rk. Wir schreiben die

Elemente von U als (x, y) = (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn). Wenn die partiellen Ableitun-

gen ∂f
∂y1
, . . . , ∂f

∂yn
existieren und stetige Funktionen von (x, y) sind, dann ist f lokal

Lipschitz-stetig im zweiten Argument.
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11.13 Theorem (Picard-Lindel�of). Seien U ⊂ R × Rn o�en, sei f : U → R stetig

(in beiden Argumenten) und lokal Lipschitz-stetig im zweiten Argument, und sei

(x0, y0) ⊂ U. Dann existieren ein o�enes Intervall I mit x0 ∈ I und eine L�osung

ϕ : I→ Rn der Di�erentialgleichung y ′ = f(x, y) mit folgenden Eigenschaften

(a) ϕ(x0) = y0.

(b) Ist ψ : J → Rn ebenfalls eine L�osung der Di�erentialgleichung y ′ = f(x, y)

mit ψ(x0) = y0, so gelten J ⊂ I und ψ = ϕ|J.

Beweis. Dieser Beweis wird auf das Ende der Vorlesung verschoben.

11.14 Satz (Existenzsatz von Peano). Sei U ⊂ R×Rn o�en, sei f : U→ Rn stetig,
und sei (x0, y0) ∈ U. Dann existiert eine L�osung ϕ : I→ Rn der Di�erentialglei-

chung y ′ = f(x, y) mit y(x0) = y0.

Den Existenzsatz von Peano werden wir in dieser Vorlesung nicht beweisen. Einen

Beweis �ndet man beispielsweise in dem Buch von Walter.

11.15 Satz (Homogene lineare Di�erentialgleichung). Sei I ⊂ R ein o�enes Inter-

vall, sei a : I → R stetig. Sei (x0, y0) ∈ I× R. Dann existiert genau eine L�osung

ϕ : I→ R von y ′ = a(x)y mit ϕ(x0) = y0. Diese L�osung hat die Form

ϕ(x) = y0 exp

(∫ x
x0

a(t)dt

)
.

11.16 Beispiel. Betrachte die Di�erentialgleichung

y ′ =
y

x2
, x ∈ I = (0, ∞), y ∈ R.

Dann a(x) = x−2. Sei (x0, y0) ∈ I× R beliebig. Dann ist

ϕ(x) = y0 exp

(∫ x
x0

1

t2
dt

)
= y0 exp

(
−
1

x
+
1

x0

)
die eindeutig bestimmte L�osung der Anfangswertaufgabe y(x0) = y0.

11.17 Satz (Inhomogene lineare Di�erentialgleichung, Methode der Variation der

Konstanten). Sei I ⊂ R ein o�enes Intervall, seien a, b : I→ R stetig. De�niere

f : I × R → R durch f(x, y) = a(x)y + b(x). Sei (x0, y0) ∈ I × R. Dann existiert

genau eine L�osung ψ : I→ R von y ′ = a(x)y+b(x) mit ψ(x0) = y0. Diese L�osung

hat die Form

ψ(x) = ϕ(x)

(
y0 +

∫ x
x0

b(t)

ϕ(t)
dt

)
,

wobei

ϕ(x) = exp

(∫ x
x0

a(t)dt

)
.
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11. Allgemeine Theorie und konkrete Beispiele

11.18 Beispiel. L�ose y ′ = 1 − y, y(x0) = y0. Dann a(x) = −1, b(x) = 1 und

ϕ(x) = ex0−x. Also

ψ(x) = ex0−x
(
y0 +

∫ x
x0

1

ex0−t
dt

)
= ex0−x (y0 + e

x−x0 − 1) = y0e
x0−x + 1− ex0−x.

11.19 Definition. Sei U ⊂ R × Rn o�en, sei f : U → R stetig. Sei I ein o�e-

nes Intervall und sei ϕ : I → R n-mal di�erenzierbar. Wenn f�ur alle x ∈ I sowohl
(x,ϕ(x), ϕ ′(x), . . . , ϕ(n−1)(x)) ∈ U als auch ϕ(n)(x) = f(x,ϕ(x), ϕ ′(x), . . . , ϕ(n−1)(x))

gelten, dann ist ϕ eine L�osung der expliziten Di�erentialgleichung n-ter Ordnung

y(n) = f(x, y, y ′, . . . , y(n−1)).

Gelten f�ur ϕ au�erdem noch ϕ(x0) = y0, ϕ
′(x0) = y1, . . . , ϕ

(n−1)(x0) = yn−1 f�ur

gegebene Werte (x0, y0, y1, . . . , yn−1) ∈ U, so l�ost ϕ die Anfangswertaufgabe

y(n) = f(x, y, y ′, . . . , y(n−1)), y(x0) = y0, . . . , y
(n−1)(x0) = yn−1.

11.20 Satz. F�ur f wie oben de�niere F : U→ Rn durch

F(x, y0, y1, . . . , yn−1) = (y1, . . . , yn−1, f(x, y0, y1, . . . , yn−1)).

Mit Y = (y0, y1, . . . , yn−1) lautet das Di�erentialgleichungssystem Y ′ = F(x, Y)

ausgeschrieben

y ′0 = y1

y ′1 = y2
...

y ′n−2 = yn−1

y ′n−1 = f(x, y0, . . . , yn−1).

Daher gelten

(a) Ist ϕ eine L�osung von y(n) = f(x, y, y ′, . . . , y(n−1)), so ist Φ = (ϕ,ϕ ′, . . . , ϕ(n−1))

eine L�osung von Y ′ = F(x, Y).

(b) Ist Φ = (ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn−1) eine L�osung von Y ′ = F(x, Y), so ist ϕ0 eine

L�osung von y(n) = f(x, y, y ′, . . . , y(n−1)).

Diese Technik wird haupts�achlich benutzt, um Existenz- und Eindeutigkeitss�atze

f�ur Di�erentialgleichungen h�oherer Ordnung auf die entsprechenden S�atze f�ur Di�e-

rentialgleichungssysteme erster Ordnung zur�uckzuf�uhren.
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11.21 Korollar (Lokaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz f�ur Di�erentialgleichun-

gen h�oherer Ordnung). Sei U ⊂ R × Rn o�en, sei f : U → R stetig und lokal

Lipschitz-stetig im zweiten Argument. Sei (x0, y0, . . . , yn−1) ∈ U. Dann existiert

eine L�osung ϕ : I→ R der Di�erentialgleichung

y(n) = f(x, y, y ′, . . . , y(n−1))

mit

(a) ϕ(x0) = y0, ϕ
′(x0) = y1, . . . , ϕ

(n−1)(x0) = yn−1.

(b) Ist ψ : J→ R eine L�osung mit ψ(k)(x0) = yk f�ur k = 0, . . . , n−1, so ist J ⊂ I
und ψ = ϕ|J.

11.22 Beispiel (Harmonischer Oszillator). : F�ur ω > 0 betrachte die Di�erentialglei-

chung zweiter Ordnung y ′′ = −ω2y mit der Anfangsbedingung y(0) = 1, y ′(0) = 0.

Wir haben also U = R3 und f(x, y) = −ω2y. Die L�osung der Anfangswertaufgabe

l�asst sich sofort erraten: ϕ(x) = cos(ωx).

Wir �ubersetzen die Di�erentialgleichung wie folgt in ein System erster Ordnung:

Der Vektor im R2 hei�t Y =
(
Y0
Y1

)
. Die zugeh�orige Di�erentialgleichung ist Y ′ =

F(x, Y) mit

F(x, Y) =

(
Y1

−ω2Y0

)
.

Die Anfangsbedingung ist Y(0) = ( 10 ). Die oben angegebene L�osung �ubersetzt sich

zu

Φ(x) =

(
cos(ωx)

−ω sin(ωx)

)
.
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12. Lineare Differentialgleichungen

12.1 Definition. Ein komplexer normierter Raum besteht aus einem C-Vektorraum V
und einer Abbildung V → R, v 7→ ‖v‖, mit

(a) ‖v‖ ≥ 0 f�ur alle v ∈ V.

(b) ‖v‖ = 0 dann und nur dann, wenn v = 0.

(c) ‖αv‖ = |α|‖v‖ f�ur alle α ∈ C, v ∈ V.

(d) ‖v+w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖ f�ur alle v,w ∈ V.

12.2 Beispiel. Auf Cn gebr�auchliche Normen sind

‖z‖1 = |z1|+ · · ·+ |zn|,

‖z‖2 =
√
|z1|2 + · · ·+ |zn|2,

‖z‖∞ = max{|z1|, . . . , |zn|}.

Man kann jeden komplexen normierten Raum auch als reellen normierten Raum

au�assen. Daher sind je zwei Normen ‖·‖ und ||| · ||| auf dem Cn �aquivalent. Es gibt

also a, b > 0, so dass

a‖z‖ ≤ |||z||| ≤ b‖z‖ f�ur alle z ∈ Cn.

12.3 Beispiel. Es sei X ein metrischer Raum. Der Raum Cb(X,C) aller beschr�ankten,
stetigen Funktionen f : X → C ist ein komplexer normierter Raum, wenn man ihn

mit der Norm

‖f‖∞ = sup
x∈X
|f(x)|

versieht.

12.4 Definition. Sei K = R oder K = C. Sei Km×n der K-Vektorraum aller m× n-
Matrizen mit Eintr�agen aus K. Wir w�ahlen eine Norm ‖·‖ auf Kn und eine Norm

||| · ||| auf Km. Wegen Satz 4.8 existiert f�ur jedes A ∈ Km×n die Zahl

‖A‖ = max{|||Ax||| | ‖x‖ ≤ 1}.

Dadurch wird eine Norm auf Km×n gegeben. Diese Norm bezeichnet man als Ma-

trixnorm.
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12.5 Lemma. F�ur A ∈ Km×n und x ∈ Kn gilt |||Ax||| ≤ ‖A‖‖x‖.
Ist ferner noch B ∈ Kk×m gegeben und ‖·‖ eine Norm auf Kk, dann gilt

‖B ·A‖ ≤ ‖B‖‖A‖.

12.6 Definition. Sei I ⊂ R ein o�enes Intervall, A : I → Kn×n und b : I → Kn

seien stetige Abbildungen. De�niere f : I×Kn → Kn durch f(x, y) = A(x) · y+ b(x).
Dann bezeichnet man y ′ = f(x, y) als lineares Di�erentialgleichungssystem erster

Ordnung. Ist dabei b(x) = 0 f�ur alle x ∈ I, so ist das System homogen.

12.7 Satz. Sei I ⊂ R ein o�enes Intervall, A : I → Kn×n und b : I → Kn seien

stetige Abbildungen. Sei (x0, y0) ∈ I×Kn. Dann besitzt die Anfangswertaufgabe

y ′ = A(x)y+ b(x), y(x0) = y0, eine eindeutig bestimmte L�osung ϕ : I→ Kn.

Beweis. Das ist eine Versch�arfung des lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatzes.

Genau wie diesen werden wir sie gegen Ende des Semesters beweisen.

12.8 Satz. Sei I ⊂ R ein o�enes Intervall und sei A : I→ Kn×n eine stetige Ab-

bildung. Die L�osungsgesamtheit des homogenen Di�erentialgleichungssystems

y ′ = A(x)y bildet einen Untervektorraum des K-Vektorraums aller Abbildungen

I→ Kn.

12.9 Satz. Sei I ⊂ R ein o�enes Intervall und sei A : I → Kn×n eine stetige

Abbildung. Sei

L = {ϕ : I→ Kn | ϕ ′(x) = A(x)ϕ(x)}

die L�osungsgesamtheit des homogenen Di�erentialgleichungssystems.

F�ur ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn ∈ L sind �aquivalent

(a) (ϕ1, . . . , ϕn) ist eine Basis von L.

(b) F�ur jedes x0 ∈ I ist (ϕ1(x0), . . . , ϕn(x0)) eine Basis des Kn.

(c) Es gibt ein x0 ∈ I, so dass (ϕ1(x0), . . . , ϕ
n(x0)) eine Basis des Kn ist.

12.10 Definition. Sei I ⊂ R ein o�enes Intervall und sei A : I → Kn×n eine stetige

Abbildung. Sei

L = {ϕ : I→ Kn | ϕ ′(x) = A(x)ϕ(x)}

die L�osungsgesamtheit des homogenen Di�erentialgleichungssystems. Jede Basis

(ϕ1, . . . , ϕn) von L bezeichnet man als Fundamentalsystem des Di�erentialglei-

chungssystems y ′ = A(x)y.

F�ur beliebige n Funktionen ϕ1, . . . , ϕn ∈ L bezeichnet man die Funktion W : I→ K,

W(x) = det(ϕ1, . . . , ϕn) =

(ϕ1)1(x) . . . (ϕn)1(x)
...

...

(ϕ1)n(x) . . . (ϕn)n(x)


als Wronski-Determinante von ϕ1, . . . , ϕn.
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12. Lineare Di�erentialgleichungen

12.11 Bemerkung. Die Wronski-Determinante W(x) = det(ϕ1(x), . . . , ϕn(x)) ver-

schwindet entweder f�ur alle oder f�ur gar kein x ∈ I.

12.12 Beispiel.

y ′1 = y2

y ′2 = −y1

Zwei L�osungen sind gegeben durch

ϕ1(x) =

(
sin x

cos x

)
und ϕ2(x) =

(
cos x

− sin x

)
.

Ihre Wronski-Determinante ist gleich −1. Daher ist (ϕ1, ϕ2) ein Fundamentalsystem.

12.13 Satz. Sei I ⊂ R ein o�enes Intervall, A : I → Kn×n und b : I → Kn seien

stetige Abbildungen. Sei L der L�osungsraum des homogenen Di�erentialglei-

chungssystems y ′ = A(x)y und sei ψ0 eine L�osung des inhomogenen Di�eren-

tialgleichungssystems y ′ = A(x)y + b(x). Dann ist die L�osungsgesamtheit des

inhomogenen Di�erentialgleichungssystems gleich ψ0 + L.

12.14 Bemerkungen. (a) Die allgemeine L�osung des homogenen Di�erentialglei-

chungssystems y = A(x)y besteht also aus allen Abbildungen der Form ϕ(x) =∑n
j=1 cjϕj(x), c1, . . . , cn ∈ K.

(b) Kennt man die allgemeine L�osung des homogenen Di�erentialgleichungssystems

y ′ = A(x) · y, sowie eine beliebige L�osung ψ des inhomogenen Di�erentialglei-

chungssystems y ′ = A(x) · y+ b(x), so kennt man auch die allgemeine L�osung

des inhomogenen Di�erentialgleichungssystems. Sie ist n�amlich von der Form

ϕ(x) = ψ(x) +

n∑
j=1

cjϕj(x),

wobei c1, . . . , cn ∈ K.

F�ur lineare Di�erentialgleichungssysteme mit variablen Koef�zienten gibt es kein

allgemeines Verfahren zum Finden eines Fundamentalsystems. Wenn man aber f�ur ein

homogenes Di�erentialgleichungssystem ein Fundamentalsystem kennt, dann kann

man mit der Methode der Variation der Konstanten eine L�osung des inhomogenen

Systems bekommen.

12.15 Bemerkung. Sei I ⊂ R ein o�enes Intervall, A : I → Kn×n und b : I → Kn

seien stetige Abbildungen. Sei (ϕ1, . . . , ϕn) ein Fundamentalsystem f�ur das homoge-

ne Di�erentialgleichungssystem y ′ = A(x)y. De�niere Φ : I → Kn×n durch Φ(x) =

(ϕ1(x), . . . , ϕn(x)). Dann Φ ′(x) = A(x) ·Φ(x) und die L�osungsgesamtheit des homo-

genen Systems besteht aus allen Abbildungen x 7→ Φ(x)c, wo c den Kn durchl�auft.
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Aus der Linearen Algebra ist der folgende Satz bekannt:

12.16 Satz (Cramersche Regel). Sei k ein K�orper. F�ur A ∈ kn×n mit det(A) 6= 0
gilt

A−1 =
1

det(A)
Ã,

wobei Ã eine n × n-Matrix ist, die aus geeigneten Unterdeterminanten von A

besteht.

12.17 Bemerkung. Im Falle n = 2 lautet die Cramersche Regel(
a b

c d

)−1

=
1

ad− bc

(
d −b

−c a

)
.

12.18 Satz. Die Menge GL(n,K) aller invertierbarer Matrizen im Kn×n ist o�en.

Die Abbildung

T : GL(n,K)→ GL(n,K), A 7→ A−1,

ist stetig.

12.19 Lemma. Es sei I ⊂ R ein o�enes Intervall und es seien A : I → Km×n

und B : I → Kk×m di�erenzierbare Abbildungen. Dann ist B ◦ A : I → Kk×n, x 7→
B(x) ◦A(x), di�erenzierbar mit (B ◦A) ′(x) = B ′(x) ◦A(x) + B(x) ◦A ′(x).

12.20 Satz (Variation der Konstanten). F�ur A, b und Φ wie in 12.15 wird ei-

ne L�osung des inhomogenen Di�erentialgleichungssystems y ′ = A(x)y + b(x)

gegeben durch

ψ(x) = Φ(x) · u(x),

wobei

u(x) =

∫ x
x0

Φ−1(t) · b(t)dt.

12.21 Beispiel. Betrachte

y ′1 = y2 + 1

y ′2 = −y1 + 2

Wir hatten bereits ein Fundamentalsystem f�ur das homogene Di�erentialgleichungs-

system ausgerechnet: Dieses f�uhrt zu

Φ(x) =

(
sin x cos x

cos x − sin x

)
.

Die Cramersche Regel ergibt Φ−1(x) = Φ(x) f�ur alle x. Damit erhalten wir

u(x) =

∫ x
0

(
sin t cos t

cos t − sin t

)
·

(
1

2

)
dt =

(
− cos x+ 2 sin x+ 1

sin x+ 2 cos x− 2

)
.
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12. Lineare Di�erentialgleichungen

Schlie�lich

ψ(x) =

(
2− 2 cos x+ sin x

−1+ cos x+ 2 sin x

)
.

12.22 Definition. Sei I ⊂ R ein o�enes Intervall, seien a0, . . . , an−1, b : I→ K stetig.

Dann bezeichnet man

y(n) = a0(x)y+ a1(x)y
′ + · · ·+ an−1(x)y(n−1) + b(x)

als lineare Di�erentialgleichung n-ter Ordnung. Ist b(x) = 0 f�ur alle x, so ist sie

homogen.

12.23 Satz. (a) Die L�osungsgesamtheit L von

y(n) = a0(x)y+ a1(x)y
′ + · · ·+ an−1(x)y(n−1)

ist ein n-dimensionaler K-Vektorraum.

(b) ϕ1, . . . , ϕn ∈ L bilden genau dann eine Basis von L, wenn f�ur ein und

damit f�ur alle x ∈ I gilt W(x) 6= 0, wobei

W(x) = det


ϕ1(x) ϕ2(x) . . . ϕn(x)

ϕ ′1(x) ϕ ′2(x) . . . ϕ ′n(x)
...

...
...

ϕ
(n−1)
1 (x) ϕ

(n−1)
2 (x) . . . ϕ

(n−1)
n (x)


die Wronski-Determinante der Di�erentialgleichung ist.

(c) Die L�osungsgesamtheit der inhomogenen Di�erentialgleichung

y(n) = a0(x)y+ a1(x)y
′ + · · ·+ an−1(x)y(n−1) + b(x) (12.1)

ist gleich ψ+L, wobei ψ eine beliebige L�osung der inhomogenen Di�eren-

tialgleichung ist.

(d) Jede Anfangsbedingung y(x0) = y0, y
′(x0) = y1, . . . , y

(n−1)(x0) = yn−1 besitzt

eine eindeutig bestimmte L�osung ϕ : I→ K.

12.24 Bemerkung (Variation der Konstanten). Hier nur f�ur n = 2. Gegeben sei also

die Di�erentialgleichung

y ′′ = a0(x)y+ a1(x)y
′ + b(x). (12.2)

Das zugeh�orige System erster Ordnung ist

Y ′ = A(x)Y + B(x) (12.3)
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mit

A(x) =

(
0 1

a0(x) a1(x)

)
und B(x) =

(
0

b(x)

)
.

Es sei (ϕ1, ϕ2) ein Fundamentalsystem f�ur die homogene Di�erentialgleichung (12.2).

Dann ist

Φ(x) =

(
ϕ1(x) ϕ2(x)

ϕ ′1(x) ϕ ′2(x)

)
ein Fundamentalsystem f�ur (12.3). Sei W(x) die zugeh�orige Wronski-Determinante.

Dann sagt die Cramersche Regel

Φ−1(x) =
1

W(x)

(
ϕ ′2(x) −ϕ2(x)

−ϕ ′1(x) ϕ1(x)

)
.

Eine L�osung des inhomogenen Di�erentialgleichungssystems (12.3) ist daher

Ψ(x) = Φ(x)

∫
Φ−1(x)B(x)dx = Φ(x)

∫
1

W(x)

(
−ϕ2(x)b(x)

ϕ1(x)b(x)

)
dx.

Die erste Komponente von Ψ(x) ist dann eine L�osung ψ(x) der inhomogenen Di�e-

rentialgleichung (12.2). Sie hat die Gestalt

ψ(x) = −ϕ1(x)

∫
ϕ2(x)b(x)

W(x)
dx+ϕ2(x)

∫
ϕ1(x)b(x)

W(x)
dx.

12.25 Bemerkung (D'Alembertsches Reduktionsverfahren). Wir betrachten die ho-

mogene lineare Di�erentialgleichung zweiter Ordnung

y ′′ = a0(x)y+ a1(x)y
′.

Dann besteht jedes Fundamentalsystem aus zwei linear unabh�angigen L�osungen. Eine

L�osung ϕ1 6= 0 sei bekannt. Dann erlaubt das Reduktionsverfahren von d'Alembert,

auf einem Intervall, auf welchem ϕ1 nur positive Werte annimmt, eine linear un-

abh�angige L�osung ϕ2 zu bestimmen. Dazu macht man den Ansatz ϕ2 = uϕ1 mit

einer zweimal di�erenzierbaren Funktion u. Man �ndet dann nach Einsetzen der

Di�erentialgleichung f�ur ϕ1

ϕ ′′2 (x) = u
′′(x)ϕ1(x) + 2u

′(x)ϕ ′1(x) + u(x)a0(x)ϕ1(x) + u(x)a1(x)ϕ
′
1(x)

und

a0(x)ϕ2(x) + a1(x)ϕ
′
2(x) = a0(x)u(x)ϕ1(x) + a1(x)u

′(x)ϕ1(x) + a1(x)u(x)ϕ
′
1(x).

Der Vergleich beider Ausdr�ucke f�uhrt durch Ausl�oschung der gef�arbten Terme auf

u ′′(x) = u ′(x)

(
a1(x) −

2ϕ ′1(x)

ϕ1(x)

)
.
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12. Lineare Di�erentialgleichungen

Das ist eine lineare Di�erentialgleichung erster Ordnung f�ur u ′. Ihre L�osungen sind

Vielfache von

u ′(x) =
1

ϕ21(x)
exp

(∫
a1(t)dt

)
.

12.26 Beispiel.

y ′′ = −4y ′ − 4y.

Exponentialansatz liefert eine L�osung, n�amlich ϕ1(x) = e−2x. Das d'Alembertsche

Reduktionsverfahren f�uhrt auf die Di�erentialgleichung u ′(x) = 1. Also ϕ2(x) =

xe−2x.
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13. Lineare Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten

Wie im vorigen Kapitel auch sei K = R oder K = C.

13.1 Definition. Ist A ∈ Kn×n, so bezeichnet man die Gleichung

y ′ = Ay

als homogenes lineares Di�erentialgleichungssytem erster Ordnung mit konstan-

ten Koef�zienten.

13.2 Bemerkung. Die L�osungen eines linearen Di�erentialgleichungssytems mit kon-

stanten Koef�zienten sind auf ganz R de�niert.

13.3 Definition. Sei X ein metrischer Raum.

(a) Eine Folge (xn)n∈N hei�t Cauchy-Folge, wenn es zu jedem ε > 0 ein N ∈ N
gibt, so dass f�ur alle n,m ≥ N gilt d(xn, xm) < ε.

(b) X hei�t vollst�andig,, wenn jede Cauchy-Folge in X konvergiert.

(c) Ein normierter Raum hei�t Banachraum, wenn er vollst�andig ist.

13.4 Satz. Jeder endlich-dimensionale normierte Raum ist ein Banachraum.

13.5 Definition. Sei V ein normierter Raum und sei (an)n∈N eine Folge in V.

(a) Die Reihe
∑∞

n=1 an hei�t konvergent, wenn die Folge
(∑N

n=1 an

)
N∈N

in V kon-

vergiert.

(b) Die Reihe
∑∞

n=1 an hei�t absolut konvergent, wenn die Reihe
∑∞

n=1‖an‖ in R
konvergiert.

13.6 Satz. In einem Banachraum ist jede absolut konvergente Reihe konvergent.

13.7 Definition. Im Banachraum Kn×n bezeichne En die Einheitsmatrix. Wir setzen

A0 = En f�ur jede Matrix A ∈ Kn×n und de�nieren

expA =

∞∑
k=0

1

k!
Ak.

Man bezeichnet expA als Matrixexponential von A. Man schreibt auch expA = eA.
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13. Lineare Di�erentialgleichungen mit konstanten Koef�zienten

13.8 Beispiel. (a) F�ur eine Diagonalmatrix

D =


d1 0 · · · 0

0 d2 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · dn


gilt

expD =


ed1 0 · · · 0

0 ed2 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · edn

 .
(b)

exp

(
0 t

0 0

)
=

(
1 t

0 1

)
.

13.9 Lemma. F�ur A,B ∈ Kn×n mit AB = BA gilt eA+B = eAeB.

13.10 Satz. Sei f : R→ Kn×n gegeben durch f(x) = exp(xA). Dann ist f di�eren-

zierbar mit f ′(x) = A exp(xA) f�ur alle x ∈ R.

13.11 Korollar. Ist A ∈ Kn×n, x0 ∈ R und y0 ∈ Kn, so ist die einzige L�osung der

Anfangswertaufgabe y ′ = Ay, y(x0) = y0, gegeben durch

ϕ(x) = e(x−x0)Ay0.

Beispiel. Gegeben sei das Di�erentialgleichungssystem

y ′1 = y2,

y ′2 = 0,

zusammen mit der Anfangsbedingung y(1) =
(
2
−1

)
. In Matrixschreibweise lautet die

Di�erentialgleichung y ′ = Ay f�ur A = ( 0 10 0 ). Das Matrixexponential von A hatten wir

in Beispiel 13.8 bestimmt. Daher l�ost die folgende Funktion die Anfangswertaufgabe

ϕ(x) = e(x−1)A

(
2

−1

)
=

(
1 x− 1

0 1

)(
2

−1

)
=

(
3− x

−1

)
.

Spannende Frage: Wie rechnet man exp(xA) konkret aus? Dabei hilft die Lineare

Algebra. Ich wiederhole die entscheidenden Ergebnisse ohne Beweis.

13.12 Definition. Es sei A ∈ Kn×n. Eine Zahl λ ∈ K hei�t Eigenwert von A, wenn

es einen Vektor v ∈ Kn \ {0} gibt, f�ur den Av = λv. Jedes v ∈ Kn mit Av = λv ist

dann ein Eigenvektor zum Eigenwert λ. Die Menge

Eλ(A) = {v ∈ Kn | Av = λv}

ist der Eigenraum zum Eigenwert λ.
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13.13 Bemerkung. (a) λ ∈ K ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn

det(λEn −A) = 0.

Die Funktion χA : x 7→ det(xEn − A) bezeichnet man als charakteristisches

Polynom von A.

(b) Da jedes nicht konstante, komplexe Polynom mindestens eine Nullstelle hat,

besitzt jedes A ∈ Cn×n in C mindestens einen Eigenwert.

(c) Wenn λ eine Nullstelle von χA der Ordnung k ist, dann sagt man, der Eigen-

wert λ besitze die algebraische Vielfachheit k.

(d) Die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts λ ist de�niert als die Dimension

des K-Vektorraums Eλ(A).

13.14 Definition. A ∈ Kn×n hei�t diagonalisierbar, wenn der Kn eine Basis aus

Eigenvektoren besitzt.

13.15 Bemerkung. In der Linearen Algebra wird gezeigt:

(a) A ∈ Cn×n ist genau dann �uber C diagonalisierbar, wenn f�ur jeden Eigenwert

von A die algebraische und die geometrische Vielfachheit �ubereinstimmen.

(b) Wenn A ∈ Rn×n symmetrisch ist, dann ist A �uber R diagonalisierbar.

(c) Im komplexen Fall gilt: Wenn die Transponierte von A gleich der komplex

Konjugierten von A ist, dann ist A diagonalisierbar, und alle Eigenwerte sind

reell.

(d) Es sei A diagonalisierbar mit Eigenwerten λ1, . . . , λn und einer Basis (v1, . . . , vn)

von Eigenvektoren, so dass Avj = λjvj. Sei

T = (v1, v2, . . . , vn) ∈ Kn×n

und sei D die Diagonalmatrix mit Dj,j = λj. Dann T
−1AT = D.

13.16 Lemma.

exp(T−1AT) = T−1 exp(A)T.

13.17 Beispiel. Berechne exp(A) f�ur

A =

(
0 t

−t 0

)
.

Das charakteristische Polynom ist

det(xE2 −A) = x
2 + t2 = (x− it)(x+ it).
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13. Lineare Di�erentialgleichungen mit konstanten Koef�zienten

Also hat A die Eigenwerte ±it. L�osung der entsprechenden linearen Gleichungssy-

steme liefert uns Eigenvektoren

v1 =

(
−i

1

)
und v2 =

(
i

1

)
.

Daraus erhalten wir mit der Cramerschen Regel

T =

(
−i i

1 1

)
und T−1 =

1

2

(
i 1

−i 1

)
.

Mit

D =

(
it 0

0 −it

)
gilt dann A = TDT−1. Also

expA = T exp(D)T−1 =
1

2

(
−i i

1 1

)(
eit 0

0 e−it

)(
i 1

−i 1

)
=

(
cos t sin t

− sin t cos t

)
.

13.18 Beispiel. Die Matrix

A =

(
0 1

0 0

)
ist nicht diagonalisierbar.

13.19 Definition. F�ur λ ∈ C und n ∈ N bezeichnet man die (n× n)-Matrix

Jλ,n =



λ 1 0 · · · 0 0

0 λ 1 · · · 0 0

0 0 λ · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · λ 1

0 0 0 · · · 0 λ


als Jordan-Block der Gr�o�e n zum Eigenwert λ.

In der Linearen Algebra lernt man

13.20 Satz. Das charakteristische Polynom von Jλ,n ist gleich

det(xEn − Jλ,n) = (x− λ)n.

Der Eigenraum Eλ(Jλ,n) zum einzigen Eigenwert λ ist eindimensional. Daher ist

Jλ,n nur im trivialen Fall n = 1 diagonalisierbar.
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13.21 Bemerkung. Trotzdem kann man exp(xJλ,n) leicht ausrechnen. Es ist n�amlich

Jλ,n = λEn+ J0,n. Wegen Jn0,n = 0 ist die Exponentialreihe von J0,n endlich. Man erh�alt

schlie�lich unter Verwendung von Lemma 13.9

exp(xJλ,n) = e
λx


1 x x2

2
x3

3!
· · · xn−1

(n−1)!

0 1 x x2

2
· · · xn−2

(n−2)!
...

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · x

0 0 0 0 · · · 1

 .

13.22 Satz (Jordan-Zerlegung). Sei A ∈ Cn×n. Dann gibt es ein k ≤ n, nicht

notwendig verschiedene Eigenwerte λ1, . . . , λk ∈ C und Zahlen ν1, . . . , νk ∈ N
mit ν1 + · · · + νk = n, sowie ein invertierbares T ∈ Cn×n, so dass T−1AT die

folgende Blockdiagonalmatrix ist

T−1AT =


Jλ1,ν1 0 0 · 0

0 Jλ2,ν2 0 · 0

0 0 Jλ3,ν3 · 0
...

...
...

...

0 0 0 · · · Jλk,νk

 .
Bemerkung. Das Matrixexponential einer Blockdiagonalmatrix A ist eine Blockdia-

gonalmatrix, deren Bl�ocke die Matrixexponentiale der Bl�ocke von A sind.

13.23 Beispiel. Gegeben sei das Di�erentialgleichungssystem

y ′1 = 4y4,

y ′2 = −y2,

y ′3 = 6y2 + 2y3 + y4,

y ′4 = −y1 + 4y4.

In Matrixschreibweise also y ′ = Ay mit

A =


0 0 0 4

0 −1 0 0

0 6 2 1

−1 0 0 4

 .
Das charakteristische Polynom von A ist χA(λ) = (λ−2)3(λ+1). Man �ndet aber nur

jeweils einen linear unabh�angigen Eigenvektor zu den Eigenwerten −1 und 2. Daher

ist die Jordansche Normalform von A gleich

J =


2 1 0 0

0 2 1 0

0 0 2 0

0 0 0 −1

 .
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13. Lineare Di�erentialgleichungen mit konstanten Koef�zienten

Um exp(xJ) zu bestimmen, schreiben wir J als Summe aus einer Diagonalmatrix und

einer kommutierenden nilpotenten Matrix, also J = D+N mit

D =


2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 −1

 und N =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 .
Dann

exp(xD) =


e2x 0 0 0

0 e2x 0 0

0 0 e2x 0

0 0 0 e−x

 und exp(xN) =


1 x x2

2
0

0 1 x 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 .
Also

exp(xJ) = exp(xD) ◦ exp(xN) =


e2x xe2x 1

2
x2e2x 0

0 e2x xe2x 0

0 0 e2x 0

0 0 0 e−x

 .
Daraus kann man bereits ablesen: Jede Komponente einer beliebigen L�osung von

y ′ = Ay ist eine C-lineare Kombination der vier Funktionen e2x, xe2x, x2e2x und e−x.

Die Transformationsmatrix T bestimmt man zu
0 2 −1 0

0 0 0 −1

1 0 0 2

0 1 0 0

 .
Die Matrix T ist bestimmt durch A = T ◦J◦T−1. (In der ersten und der letzten Spalte

von T stehen Eigenvektoren.) Schlie�lich

exp(xA) = T ◦ exp(xJ) ◦ T−1 =


−2xe2x + e2x 0 0 4xe2x

0 e−x 0 0

− 1
2
x2e2x 2e2x − 2

ex
e2x x2e2x + xe2x

−xe2x 0 0 2xe2x + e2x


In den Spalten von exp(xA) steht ein Fundamentalsystem f�ur die homogene Di�e-

rentialgleichung y ′ = Ay.

Man kann also zu jeder Matrix das Matrixexponential ausrechnen, indem man die

Jordan-Zerlegung bestimmt. Bei der L�osung von Di�erentialgleichungssytemen ist es

aber h�au�g vorteilhaft, einen Ansatz unter Ber�ucksichtigung des folgenden Satzes zu

machen.
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13.24 Satz. Sei A ∈ Cn×n mit komplexen Eigenwerten λ1, . . . , λk. Die alge-

braische Vielfachheit von λj sei αj, die geometrische sei γj. Schlie�lich sei

ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) : R→ Cn eine L�osung von y ′ = Ay. Dann ist jede der Funktio-

nen ϕ1, . . . , ϕn eine komplexe Linearkombination der Funktionen

fj,ν : x 7→ xνeλjx, 1 ≤ j ≤ k, 0 ≤ ν ≤ αj − γj.

13.25 Bemerkung. Ist A reell und λj = aj+ ibj ein echt komplexer (also mit bj 6= 0)
Eigenwert von A, dann ist λj = aj − ibj auch ein echt komplexer Eigenwert von A.

Wenn wir reelle L�osungen von y ′ = Ay suchen, dann werden im Satz 13.24 die reellen

Funktionen xνeajx cos(bjx) und x
νeajx sin(bjx) statt der komplexen Funktionen xνeλjx

und xνeλjx benutzt.

13.26 Beispiel. (a)

y ′1 = 2y1 − y2

y ′2 = y1 + 2y2

Dann

A =

(
2 −1

1 2

)
.

Das charakteristische Polynom ist χA(x) = (x− 2− i)(x− 2+ i). Also sind die

L�osungen von der Form

y1(x) = α1e
2x cos(x) + α2e

2x sin(x)

y2(x) = α3e
2x cos(x) + α4e

2x sin(x).

Die Unbekannten α1, . . . , α4 bestimmt man, indem man den Ansatz in die Dif-

ferentialgleichung einsetzt. Man �ndet

α3 = −α2 und α4 = α1.

Damit erh�alt man schlie�lich das folgende Fundamentalsystem

ϕ1(x) =

(
e2x cos(x)

e2x sin(x)

)
ϕ2(x) =

(
e2x sin(x)

−e2x cos(x)

)
.

(b)

y ′1 = y1 + 2y2

y ′2 = −2y1 + 5y2.

Dann

A =

(
1 2

−2 5

)
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13. Lineare Di�erentialgleichungen mit konstanten Koef�zienten

und χA(x) = (x− 3)2. Der Ansatz lautet nun

y1(x) = α1e
3x + α2xe

3x

y2(x) = α3e
3x + α4xe

3x.

Wir erhalten

α2 = −2α1 + 2α3 und α4 = α2.

Das f�uhrt zu dem Fundamentalsystem

ϕ1(x) =

(
e3x − 2xe3x

−2xe3x

)
ϕ2(x) =

(
2xe3x

e3x + 2xe3x

)
.

Das wird jetzt auf Di�erentialgleichungen h�oherer Ordnung mit konstanten Koef-

�zienten angewandt.

13.27 Bemerkung. Zur Di�erentialgleichungen n-ter Ordnung

y(n) = a0y+ a1y
′ + · · ·+ an−1y(n−1)

geh�ort das Di�erentialgleichungssytem erster Ordnung Y ′ = AY mit

A =



0 1 0 0 . . . 0

0 0 1 0 . . . 0

0 0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 0 0 . . . 1

a0 a1 a2 a3 . . . an−1


∈ Kn×n.

13.28 Lemma. χA(x) = x
n − a0 − a1x− a2x

2 − · · ·− an−1xn−1.

13.29 Satz. Seien a0, a1, . . . , an−1 ∈ C. Gegeben sei die Di�erentialgleichung

y(n) = a0y+ a1y
′ + · · ·+ an−1y(n−1) der Ordnung n mit konstanten Koef�zienten.

Das zugeh�orige charakteristische Polynom sei wie folgt in Linearfaktoren zerlegt

xn − an−1x
n−1 − · · ·− a1x− a0 = (x− λ1)

α1(x− λ2)
α2 · · · (x− λk)αk ,

wobei die λj paarweise verschieden sind. Dann bilden die Funktionen

x 7→ xmeλjx mit j = 1, . . . , k, m = 0, . . . , αj − 1

ein Fundamentalsystem.

13.30 Satz. Seien a0, a1, . . . , an−1 ∈ R. Gegeben sei die Di�erentialgleichung

y(n) = a0y+ a1y
′ + · · ·+ an−1y(n−1) der Ordnung n mit konstanten Koef�zienten.

Das zugeh�orige charakteristische Polynom sei wie folgt in Linearfaktoren zerlegt

xn − an−1x
n−1 − · · ·− a1x− a0 = (x− λ1)

α1(x− λ2)
α2 · · · (x− λk)αk ,
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wobei die λj paarweise verschieden sind. Weil das charakteristische Polynom

reell ist, treten nicht-reelle λj immer zusammen mit ihrem komplex konjugierten

auf. Daher kann man die λj so anordnen, dass λ2r+1, . . . , λk ∈ R und

λ1 = c1 + id1,

λ2 = c1 − id1,

λ3 = c2 + id2,

...

λ2r−1 = cr + idr,

λ2r = cr − idr,

wobei c1, . . . , cr ∈ R und d1, . . . , dr ∈ R \ {0}. Dann bilden die Funktionen

xmecjx cos(djx) j = 1, . . . , r, m = 0, . . . , αj − 1

xmecjx sin(djx) j = 1, . . . , r, m = 0, . . . , αj − 1

xmeλjx j = 2r+ 1, . . . , k, m = 0, . . . , αj − 1

ein Fundamentalsystem.

13.31 Bemerkung (Ansatz). Wenn f�ur eine inhomogene, lineare Di�erentialgleichung

h�oherer Ordnung die Inhomogenit�at von der Gestalt P(x)eλx ist, wobei P ein Polynom

vom Grad d ist, dann macht man einen Ansatz der Form Q(x)eλx. Wenn k die

Vielfachheit von λ als Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, dann ist der

Grad von Q als d+ k zu w�ahlen.

F�ur trigonometrische Funktionen verf�ahrt man analog, muss dann aber immer

beide trigonometrischen Funktionen ber�ucksichtigen.

13.32 Beispiel. y ′′ = y+3ex. Das charakteristische Polynom ist χ(λ) = (λ−1)(λ+1)

und d = 0. Daher bilden ϕ1(x) = e
x und ϕ2(x) = e

−x ein Fundamentalsystem f�ur die

L�osungen der homogenen Di�erentialgleichung.

Wir bestimmen eine spezielle L�osung der inhomogenen Di�erentialgleichung furch

Ansatz ψ(x) = Q(x)ex. Wir m�ussen Q vom Grad 1 w�ahlen. Der Ansatz ex(ax+b) ist

aber unn�otig kompliziert, weil ex eine L�osung der homogenen Di�erentialgleichung

ist. Also ψ(x) = axex. Dann ψ ′(x) = ex(ax+a) und ψ ′′(x) = ex(ax+2a). Eingesetzt

in die Di�erentialgleichung erhalten wir

ex(ax+ 2a) = axex + 3ex.

Also ist ψ(x) = 3
2
xex eine spezielle L�osung der inhomogenen Di�erentialgleichung

und die allgemeine L�osung der inhomogenen Di�erentialgleichung hat die Gestalt

ϕ(x) = C1e
x + C2e

−x +
3

2
xex, C1, C2 ∈ R.
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14. Der Banachsche Fixpunktsatz

14.1 Definition. Sei X eine Menge und G : X → X eine Abbildung. Ein Element

x ∈ X hei�t Fixpunkt von G, wenn G(x) = x.

14.2 Beispiel. In der Analysis I hatten wir auf Blatt 6 den folgenden Fixpunktsatz

bewiesen: Es sei I ⊂ R ein kompaktes Intervall und f : I→ R stetig mit f(I) ⊂ I.
Dann besitzt f einen Fixpunkt.

14.3 Definition. Sei X ein metrischer Raum. Eine Abbildung G : X→ X hei�t kon-

trahierend, wenn es ein q < 1 gibt, so dass

d(G(x), G(y)) ≤ qd(x, y) f�ur alle x, y ∈ X.

14.4 Bemerkung. Eine kontrahierende Abbildung ist Lipschitz-stetig, speziell also

stetig.

14.5 Satz (Banachscher Fixpunktsatz). Sei X ein vollst�andiger metrischer Raum

und G : X → X eine kontrahierende Abbildung. Dann besitzt G genau einen

Fixpunkt.

Idee. W�ahle x0 ∈ X beliebig und de�niere rekursiv xn+1 = G(xn). Man zeigt, dass

(xn)n∈N eine Cauchyfolge ist.

Beweis. Eindeutigkeit: Seien x, y ∈ X zwei Fixpunkte. Dann

d(x, y) = d(G(x), G(y)) ≤ qd(x, y).

Das kann nur sein, wenn d(x, y) = 0.

Existenz: Sei x0 ∈ X beliebig gew�ahlt. De�niere rekursiv f�ur jedes n ∈ N0

xn+1 = G(xn).

Dann zeigt man induktiv

d(xj, xj+1) ≤ qd(xj−1, xj) ≤ q2d(xj−2, xj−1) ≤ · · · ≤ qjd(x0, x1).

Falls x1 = x0, so ist der Fixpunkt gefunden. Andernfalls zeigen wir, dass die Folge

(xn)n∈N eine Cauchyfolge ist. Sei dazu ε > 0 beliebig vorgegeben. Wegen q < 1

existiert dazu ein N ∈ N mit

qN <
ε(1− q)

d(x0, x1)
.
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Seien nun n,m ≥ N. Wir nehmen an, dass n > m.

d(xm, xn) ≤
n−1∑
j=m

d(xj, xj+1) ≤
n−1∑
j=m

qjd(x0, x1) ≤ d(x0, x1)
∞∑
j=m

qj =
qmd(x0, x1)

1− q
< ε.

Da der Raum X vollst�andig ist, existiert limn→∞ xn = x. Daraus folgt

x = lim
n→∞ xn+1 = lim

n→∞ f(xn) = G(x).
In dieser Form kann man mit dem Satz noch nicht viel anfangen. Eine praktisch

einsetzbare Variante ist die folgende.

14.6 Satz. Sei X ein vollst�andiger metrischer Raum, seien x0 ∈ X und R > 0.

Sei G : BR(x0)→ X eine Abbildung. Es gebe ein q < 1, so dass

(a) d(G(x), G(y)) ≤ qd(x, y) f�ur alle x, y ∈ BR(x0),

(b) d(G(x0), x0) ≤ R(1− q).

Dann gibt es genau ein x ∈ BR(x0) mit G(x) = x.

Beweis. Wir zeigen G(BR(x0)) ⊂ BR(x0) und wenden den vorhergehenden Satz an.

F�ur y ∈ BR(x0) gilt

d(G(y), x0) ≤ d(G(y), G(x0))+d(G(x0), x0) ≤ qd(y, x0)+R(1−q) ≤ qR+R−qR = R.
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15. Existenz- und Eindeutigkeitssätze

Wir formulieren die Anfangswertaufgabe y ′ = f(x, y), y(x0) = y0 um in eine Fix-

punktgleichung in einem Banachraum von Funktionen.

15.1 Lemma. Sei I ⊂ R ein o�enes Intervall, sei H ⊂ Rn o�en und sei f : I×H→
Rn stetig. Sei (x0, y0) ∈ I × H und sei J ⊂ I ein o�enes Intervall mit x0 ∈ J.
F�ur eine stetige Abbildung ϕ : J → Rn mit ϕ(J) ⊂ H de�nieren wir eine stetige

Abbildung G(ϕ) : J→ Rn durch

(G(ϕ))(x) = y0 +

∫ x
x0

f(t, ϕ(t))dt.

Dann ist ϕ genau dann eine L�osung der Anfangswertaufgabe y ′ = f(x, y),

y(x0) = y0, wenn G(ϕ) = ϕ.

15.2 Definition. Sei I ⊂ R ein kompaktes Intervall. De�niere

C(I,Kn) = {f : I→ Kn | f stetig}

und versehe ihn mit der Norm

‖f‖ = max{‖f(x)‖ | x ∈ I}.

Man schreibt C(I) anstelle von C(I,R).

Bemerkung. Eine Folge (fn)n∈N in C(I) konvergiert genau dann in C(I) gegen f,

wenn sie gleichm�a�ig gegen f konvergiert.

15.3 Satz. C(I,Kn) ist ein Banachraum.

Damit beweisen wir nun den lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz 11.13.

Idees des Beweises von Satz 11.13. Wende Banachschen Fixpunktsatz an auf die

Abbildung G. Damit G kontrahierend ist, muss das Intervall J klein gemacht werden.

15.4 Beispiel. L�ose die AWA y ′ = −y + 1
x
, x > 0, y ∈ R mit Anfangsbedingung

y(1) = 0. Dann ϕ0(x) = 0, ϕ1(x) = log x, ϕ2(x) = (x − 1)(1 − log x). Die korrekte

L�osung ist e−x
∫x
1
et/t dt. Dieses Integral ist nicht geschlossen darstellbar.
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15.5 Theorem (Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz). Sei I ⊂ R ein o�enes

Intervall und sei f : I×Kn → Kn stetig. F�ur jedes kompakte Teilintervall K ⊂ I sei
f|K×Kn Lipschitz-stetig im zweiten Argument. Sei ferner (x0, y0) ∈ I×Kn. Dann

gibt es eine eindeutig bestimmte L�osung ϕ : I → Kn der Anfangswertaufgabe

y ′ = f(x, y), y(x0) = y0.

15.6 Korollar (Satz 12.7). Sei I ⊂ R ein o�enes Intervall, A : I → Kn×n und

b : I → Kn seien stetige Abbildungen. Sei (x0, y0) ∈ I × Kn. Dann besitzt die

Anfangswertaufgabe y ′ = A(x)y + b(x), y(x0) = y0, eine eindeutig bestimmte

L�osung ϕ : I→ Kn.

15.7 Satz. Sei U ⊂ R × Kn o�en und sei f : U → Kn stetig und lokal Lipschitz-

stetig im zweiten Argument. Sei (x0, y0) ∈ U, und sei ϕ : I→ Kn eine L�osung der

Anfangswertaufgabe y ′ = f(x, y), y(x0) = y0, mit maximalem De�nitionsbereich

I = (a, b). Sei schlie�lich

G = {(x,ϕ(x)) ∈ I× V | x0 ≤ x < b}

die rechte Seite des Graphen von ϕ. Dann ist G keine kompakte Teilmenge

von U.

Die analoge Aussage gilt f�ur die linke Seite des Graphen.

15.8 Beispiel. Betrachte die Di�erentialgleichung

y ′ = −y2.

Ihre L�osungsgesamtheit besteht den folgenden drei Funktionsklassen

ϕ : (−∞, C)→ R, x 7→ 1

x− C
, C ∈ R,

ϕ : (C,∞)→ R, x 7→ 1

x− C
, C ∈ R,

ϕ : R→ R, x 7→ 0.

Man sieht sofort, dass in allen F�allen weder die rechte noch die linke Seite des Graphen

kompakt in U = R2 sind.
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Teil III.

Der Satz über implizite Funktionen
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16. Der Umkehrsatz

16.1 Lemma. Sei U ⊆ Rn o�en, x0 ∈ U, f : U → Rn in x0 di�erenzierbar und

(Df)(x0) 6= 0. Wenn sie Funktion g : U→ R, g(x) = ||f(x)||, ein lokales Minimum

in x0 hat, dann gilt f(x0) = 0.

16.2 Definition. Es seien U,V ⊂ Rn o�en und k ∈ N ∪ {∞}. Eine Abbildung

ψ : U → V von der Klasse Ck hei�t Ck-Di�eomorphismus, wenn sie bijektiv ist und

die Umkehrabbildung ψ−1 ebenfalls von der Klasse Ck ist.

16.3 Bemerkungen. (a) Die Abbilung f : (−1, 1) → (−1, 1), x 7→ x3, ist bijektiv

und von der Klasse C∞, aber noch nicht mal ein C1-Di�eomorphismus.

(b) ψ : U → V sei ein C1-Di�eomorphismus. Dann ist f�ur jedes u ∈ U die Matrix

D(ψ)(u) ∈ Rn×n invertierbar. Das folgt sofort aus der Kettenregel.

(c) Die Umkehrung gilt nicht. Betrachte

f : R2 → R2, f(x, y) =

(
ex cos(y)

ex sin(y)

)
.

Dann ist Df(x, y) f�ur jedes (x, y) ∈ R2 invertierbar. Trotzdem ist f nicht inver-

tierbar.

16.4 Definition. Es sei U ⊂ Rn o�en und k ∈ N ∪ {∞}. Eine Abbildung f : U→ Rn

hei�t lokaler Ck-Di�eomorphismus, falls es zu jedem Punkt x ∈ U eine Umgebung

W von x gibt, so dass f(W) o�en und f : W → f(W) ein Ck-Di�eomorphismus ist.

16.5 Theorem (Umkehrsatz). Es sei U ⊂ Rn o�en und k ∈ N ∪ {∞}. Eine Ab-

bildung f : U→ Rn von der Klasse Ck ist genau dann ein lokaler Ck-Di�eomor-

phismus, wenn f�ur alle x ∈ U die Matrizen Df(x) invertierbar sind.

16.6 Beispiel (Kugelkoordinaten). F�ur q = (x, y, z) ∈ R3 sei r =
√
x2 + y2 + z2.

Im Fall q 6= 0 gibt es genau ein θ ∈ [−π
2
, π
2
] mit z = r sin θ. Der Winkel θ ist der

Breitengrad von q. Es folgt dann x2 + y2 = r2 cos2 θ. Schreibt man jetzt (x, y) in

ebenen Polarkoordinaten, so ergibt sichxy
z

 = Ψ(r,ϕ, θ) =

r cos(ϕ) cos(θ)r sin(ϕ) cos(θ)

r sin(θ)

 .
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16. Der Umkehrsatz

ϕ ist dann der L�angengrad von q. Wir haben gerade gesehen, dass Ψ : [0,∞) ×
(−π, π]× [−π

2
, π
2
]→ R3 surjektiv ist. Es gilt

DΨ(r,ϕ, θ) =

cos(ϕ) cos(θ) −r sin(ϕ) cos(θ) −r cos(ϕ) sin(θ)

sin(ϕ) cos(θ) r cos(ϕ) cos(θ) −r sin(ϕ) sin(θ)

sin(θ) 0 r cos(θ)

 .
Dann det(DΨ(r,ϕ, θ)) = r2 cos θ. Also ist Ψ ein lokaler C∞-Di�eomorphismus auf

{(r,ϕ, θ) ∈ R3 | r 6= 0, cos θ 6= 0}. Aus den Eigenschaften der trigonometrischen

Funktionen folgt, dass Ψ : U → R3 \ H ein C∞-Di�eomorphismus ist, wenn U =

(0,∞)× (−π, π)× (−π
2
, π
2
) und H = {(x, 0, z) | x ≤ 0, z ∈ R}.

Die folgende Formulierung des Umkehrsatzes impliziert Theorem Theorem 16.5.

16.7 Satz. Sei U ⊆ Rn o�en, f : U → Rn der Klasse Ck. Ist x0 ∈ U, f(x0) = y0
und detDF(x0) 6= 0, so gibt es o�ene Umgebungen V(x0) ⊆ U und W(y0) ⊆ Rn,
so dass gilt:

1) detDF(x) 6= 0 f�ur alle x ∈ V(x0),

2) f : V(x0)→W(y0) ist bijektiv,

3) f−1 :W(y0)→ V(x0) ist der Klasse C
k,

4) F�ur x ∈ V(x0) und y = f(x) ist Df−1(y) = (Df(x))−1.

Insbesondere ist f ein Ck-Di�eomorphismus auf V(x0).
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17. Der Satz über implizite
Abbildungen

17.1 Beispiel. Sei f : R2 → R, f(x, y) = x3 + y3 − 3xy. Die Menge {(x, y) ∈ R2 |

f(x, y) = 0} ist eine Kurve im R2. Sie wird in Abbildung 17.1 gezeigt. Fast �uberall ist

sie wenigstens lokal der Graph einer Funktion.

2.0 1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

x3 +y3 −3xy=0

Abbildung 17.1.: Das kartesische Blatt

17.2 Definition. Wenn die Elemente von Rk × Rm als (x, y) mit x ∈ Rk und y ∈
Rm geschrieben werden, dann de�niert man f�ur o�ene Mengen U ⊂ Rk × Rm und

Abbildungen F : U→ Rn mit Komponenten F1, . . . , Fn

∂F

∂y
=


∂F1
∂y1

. . . ∂F1
∂ym

...
...

∂Fk
∂y1

. . . ∂Fk
∂ym

 .
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17. Der Satz �uber implizite Abbildungen

17.3 Theorem (Satz �uber implizite Funktionen). Seien U1 ⊂ Rk und U2 ⊂ Rm

o�en und seien x0 ∈ U1, y0 ∈ U2. Sei F : U1 × U2 → Rm von der Klasse C1 mit

F(x0, y0) = 0. Ferner sei die Matrix ∂F
∂y
(x0, y0) invertierbar. Dann gibt es eine

Umgebung U ⊂ U1 von x0, eine Umgebung V ⊂ U2 von y0 und eine Abbildung

g : U→ V von der Klasse C1 mit den folgenden Eigenschaften

(a) F(x, g(x)) = 0 f�ur alle x ∈ U.

(b) Wenn F(x, y) = 0 f�ur (x, y) ∈ U× V, dann y = g(x).

Es gilt

Dg(x0) = −

(
∂F

∂y
(x0, y0)

)−1

◦
(
∂F

∂x
(x0, y0)

)
.

Falls F von der Klasse Cp ist, so auch g.

17.4 Beispiel. Sei f(x, y) = x3+y3−3xy und sei K die Kurve K = {(x, y) | f(x, y) = 0}.

Wir suchen alle Punkte (x0, y0) ∈ K, in denen sich K in einer Umgebung als Graph

y = g(x) schreiben l�asst

0 =
∂f

∂y
(x0, y0) = 3y

2
0 − 3x0.

Also x0 = y
2
0. Das setzt man in f ein

0 = f(y20, y0) = y
6
0 − 2y

3
0.

Also y0 = 0 oder y0 =
3
√
2 und daher (x0, y0) = (0, 0) oder (x0, y0) =

(
3
√
4,

3
√
2
)
. Im

zweiten dieser Punkte gilt

∂f

∂x

(
3
√
4,

3
√
2
)
= 3

(
3
√
4
)2

− 3
3
√
2 = 3

3
√
2 6= 0.

Daher kann dort die Kurve als Graph x = h(y) geschrieben werden. Dagegen gilt
∂f
∂x
(0, 0) = 0. Dort l�asst sich der Satz �uber implizite Funktionen nicht anwenden, und

in der Tat ist K dort lokal kein Graph. (Der algebraische Geometer sagt: \K besitzt

im Ursprung eine Singularit�at.")
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