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Musterlosung

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen wahr oder falsch sind.

wahr falsch

(a) Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes ist genau dann kompakt,

wenn A beschrankt und abgeschlossen ist. 0 |
(b) Seien n € Nund A, B € R™*". Dann gilt eA*8 = edel. O [ |
(c) Die Menge {(z,y) € R? : z > y} ist offen in R2. | O

S =

(d) Sein € N. Fiir jedes p > 1ist ||z]], = (|z1]P + ... + |z,]P)
eine Norm auf R" [ 0

Je ein Punkt pro richtiger Antwort.
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Aufgabe 2 (9 Punkte)

Wir definieren f : [0,1] — R?® durch

e'? cos(x)
o] e
el? sin ()

Berechnen Sie die Weglange von f.
Losung:
Da f stetig differenzierbar ist, gilt

1
— [ 17 ®)lade.
0
Wir berechnen daher

4e® cos(x) — el sin(z) 4e* cos(x) — el sin(x)
f(x) = 4%6496 = 2\/_64”"

4e* sin(z) + €*® cos(x) 4e*” sin(x) + e** cos(x)

sowie
If (z)||2 = \/(4645’3 cos(x) — e** sin(x))? + 8ed* + (4e** sin(x) + e** cos(x))?
= \/1668”0 cos?(z) + €8 sin?(z) + 8e8* + 16€3* sin(z) + €8 cos? ()
— \/1668:5 1 8 | el
= e'"V/25
= 5e'?.
Dann gilt

- / 1)t

5€4xdt

E@‘“L
(

et —1).

|
S—3

»-lk\Cﬂ ot
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Aufgabe 3  (6+8 Punkte)

Wir definieren f : R? — R durch f(z,y) = 22° + 3y° + zy + 4.
(a) Bestimmen Sie kritische Stellen und lokale Maxima und Minima von f, wenn sie existieren.
(b) Bestimmen Sie das Maximum und das Minimum von f auf dem Dreieck

A={(z,y) ER*:0<2<2 0<y<2 o+y<2}

Losung:

(a) Zur Bestimmung der kritischen Stellen berechnen wir die Nullstellen des Gradienten

gradf (z,y) = (22> +y,y + z) = (0,0)

202 = —
@{x v

Y =

{2932 =2
=

Y =—x

{:L‘ =0 oder 2z =1
=

y =-—

{:L‘ :Oodera::%
= .

y =-—

Wir erhalten somit die kritischen Stellen (z1,y1) = (0,0) und (z9, y2) = (%, —%) Um zu tiberpriifen,

ob es sich bei den gefunden Stellen um lokale Extrema handelt, berechnen wir die Hesse-Matrix
4r 1
fiir jedes (z,y) € R% Dann gilt

Hytonm) = 10,0 = (] ).

det(Hf(:vl,yl)) = AQ =0—-1<0

folgt mit dem Kriterium von Hurwitz, dass die Matrix indefinit ist und somit in diesem Punkt kein
lokales Extremum vorliegt. Im zweiten kritischen Punkt gilt

1 1 2 1
e =1 (3-3) = (7 1)

det(Hf(xg,yg)) = AQ =2—-1=1>0

und A; = 2 > 0 liegt nach dem Kriterium von Hurwitz in diesem Punkt ein lokales Minimum vor.
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(b) Wir suchen nun das Maximum/Minimum der Funktion auf dem Dreieck A. Wir stellen zunéachst
fest, dass das in Teil a) gefundene lokale Minimum nicht in der Menge enthalten ist. Da das Dreieck
allerdings eine kompakte Menge ist (beschrankt und abgeschlossen), muss ein Maximum /Minimum
angenommen werden und somit geniigt es, den Rand darauf zu untersuchen. Dazu betrachten wir
die folgenden Fiélle:

1. Fall: z = 0, y € [0,2]. Wir betrachten die Funktion f; : [0,2] — R mit fi(y) = f(0,y) = 13> +4.
Wegen fi(y) =y > 0 fir jedes y € [0, 2] ist die Funktion monoton steigend und daher gilt
max fily) = £1(2) =6

min fi(y) = f1(0) = 4.

y€[0,2]

2. Fall: y = 0, « € [0, 2]. Wir betrachten die Funktion f5 : [0,2] — R mit fo(z) = f(z,0) = 32° +4.
Wegen

fo(x)=22*>0 Vz€[0,2]

ist die Funktion monoton steigend und daher gilt

16 28
s flr) = (D) =5 4=
min fo(z) = f2(0) = 4.

z€]0,2]

3. Fall: x € [0,2] und y = 2 — x. Wir betrachten die Funktion f5 : [0,2] — R mit

f3($):f(x,2—l’>=§$3+;(2—x)2+(2—x)x+4

2 1
:§x3+2—2x+§x2+2x—x2+4
2 1
:§$3—§$2+6
Wegen
fé(x):2:v2—x;()

1
s x:Ooder:c:§

hat f5 die kritischen Stellen z = 0 und z = 1. Mit f}(z) = 4z — 1 gilt

5(0)=-1<0
1
"] =2—1=1>0
3(2)

und somit liegt im Punkt x = 0 ein lokales Maximum, im Punkt x = % ein lokales Minimum vor.
Wegen f3(2) = 2 > 6 = f3(0), nimmt f; das globale Maximum aber am rechten Rand an. Somit
gilt

16 28

max f3(z) = f3(2) 5t 3

. 1 1
min () = s (5) =6 57
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Damit gilt insgesamt:

(Dax, f(z,y) = max max fi(x) = 3

sowie

o, f(z,y) = min min f(z) =4

Aufgabe 4  (/+7 Punkte)

Es werden nur reelle Losungen ¢ : R — R der folgenden Differentialgleichungen gesucht.
(a) Geben Sie ein Fundamentalsystem der folgenden Differentialgleichung an:

y" — 4y + 3y = 0.
(b) Geben Sie die Losungsmenge der folgenden Differentialgleichung an:
y" — 4y + 3y — 10 cos(z) = 0.

Hinweis: Eine spezielle Losung ist eine Kombination der trigonometrischen Funktionen sin(x) und cos(z).

Losung:

(a) Nach Satz 13.30 ist das charakteristische Polynom dieser Differentialgleichung gegeben durch
£(x) = 2% — 4o + 3.
Wegen
2 —4dr+3=0m1,=24+V/4-3=2+1

ist nach Satz 13.30 ein Fundamentalsystem gegeben durch

(b) Wir haben in Teil (a) bereits die Losungen der zugehorigen homogenen Differentialgleichung be-
stimmt. Daher gentigt es, eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung zu finden. Dazu machen
wir den Ansatz

Y(z) = acos(z) + bsin(x)
(Vergleiche Bemerkung 13.31). Dann gilt

Y (z) = —asin(z) + beos(z)
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Y"(z) = —acos(z) — bsin(z)
sowie

V'(z) — 4 (x) 4+ 3 (z) = cos(x)(—a — 4b + 3a) + sin(z)(—b + 4a + 3b)
= cos(x)(2a — 4b) + sin(x)(4a + 2b)

Erfiillt nun 1 die inhomogene Differentialgleichung, so gilt

P'(x) — 4 (x) + 3¢(x) = cos(x)(2a — 4b) + sin(z)(4a + 2b)
=10 cos(x)

und durch Koeffizientenvergleich erhalten wir

2a —4b =10
da+20 =0
2a —4b =10

=
b = —2a
10a =10

=
b = —2a

also a =1 und b = —2. Also ist ¢(x) = cos(x) — 2sin(z) eine Losung der inhomogenen Differenti-

algleichung. Alle Losungen sind daher von der Form

y(@) = C1¢'(z) + Co¢’(2) + ¢ ()
= O1e” + Cye® + cos(x) — 2sin(z)

fiir Konstanten C7, Cy € R.
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Aufgabe 5 (12 Punkte)

Geben Sie ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung an:
Yy =Ay mit A= <_24 2)

Losung:
Wir 16sen zunéchst fiir die erste Komponente

Yi(x) = 21 ().

Dann sind alle Losungen von der Form y;(z) = Ce* fiir eine Konstante C' > 0. Dann gilt fiir die zweite
Komponente

yo(2) = —dy1 (z) + dys(z) = dya(x) — 4Ce™.

Wir verwenden Satz 11.17 fiir die Losung dieser linearen Differentialgleichung. Definiere dafiir a,b: R —
R durch a(x) = 4, b(x) = —4Ce?*. Dann sind a und b stetig. Finden wir eine Losung der Differentialglei-
chung, so gilt y2(0) = yp fiir ein yo € R. Wir kénnen daher 0.B.d.A. 2y = 0 wéhlen. Wir berechnen

é(x) = exp ( /0 ’ a(t)dt)
~ exp ( [ 4dt>

— e4m
und
() )
x) = ¢(x + —dt
ota) = o) (m+ [ 43
=t (yo — 40/ 62t6_4tdt>
0
=t <y0 — 40/ e_2tdt>
0
—_ 64:1: (y(] —AC |:_€2t:| >
0
=l (yo +2Ce % — 20)
= ype!® + 20e* — 20e*,
Damit gilt

Y1 B 0623:
ya ) \yoe® 4 2Ce?* — 20t
e’ 0
=C <2€2x> + (yO - 20) <e4m>

und ein Fundamentalsystem ist gegeben durch die Funktionen

o= (y) e = (1) e
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Alternative Losung 1: Wir berechnen das charakteristische Polynom der Matrix A:

= (x —2)(z —4).

Wir erhalten daher die Eigenwerte \; = 2 und Ay = 4 jeweils mit algebraischer und geometrischer
Vielfachheit 1. Nach Satz 13.24 sind alle Lésungen von der Form

a1\ 2z b1\ 4
o =)+ i)

fiir Konstanten aq, as, by, by € R. Zur Bestimmung der Konstanten setzen wir in die Differentialgleichung

ein:
’ - 20/1 2% 4b1 Adx
y'(z) = <2a2> e’ + 4by e

!

= Ay(z)

(2 0\ [a1e* + be”

o —4 4 agezx + b264x

- 2a,€%* + 2bye**
T\ —dae®® — 4b1e* + 4ase® + Abye**
Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir b; = 0 sowie 4a; = 2as. Dann ist

y(r) = ay (;) e 4 by (?) et

und die Funktionen

bilden ein Fundamentalsystem.
Alternative Losung 2: Wie oben bestimmt man die Eigenwerte von A als \; = 2 und Ay = 4. Da beide
Eigenwerte algebraische und geometrische Vielfachheit 1 haben, ist die zugehorige Jordan-Matrix gegeben

durch
2 0
J— (0 4>.

. 62:1: 0

Die Transformationsmatrix 7" besteht aus den Eigenvektoren. Wegen

Q-0

Dann gilt nach Beispiel 13.8.
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ist @) ein Eigenvektor zum Eigenwert 2 und mit

() 6=+

ist <(1)> ein Eigenvektor zum Eigenwert 4. Also

und somit

Dann gilt

1 0 e 0 1 0
TA zJp—1 __
e =Ter T _<2 1)(0 e4x><—2 1)
(1 0\ [ e 0
T \2 1) | —2etr et
B 629& 0
- 26296 - 264:13 6436

und in den Spalten dieser Matrix steht ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung.
Bemerkung: Man muss 7! nicht zwingend berechnen. Die Spalten von Te®’ bilden ebenso ein Fun-
damentalsystem.
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Aufgabe 6  (2+8 Punkte)

(a) Formulieren Sie den Mittelwertsatz.

(b) Sei f:(0,00) x (0,00) — R? gegeben durch
f r1\ _ (sin(zizs)
o) \ cos(zy) |
Sei x = <1>, z = G) Finden Sie eine Konstante M > 0, so dass

1f(z + 52) = f(2)l|oc < Ms
fur alle s € [0, 1] gilt.

Losung:

(a) Mittelwertsatz (siche Theorem 8.3 im Skript)

Sei U C R" offen und f: U — R™ von der Klasse C'. Seien z,& € R", so dass die Strecke
A={x+t£ | 0<t <1} ganz in U liegt. Wahle M > 0, so dass |[(Df)(y) - v|| < M - ||v]| fur alle
y € Aund v € R" gilt. Dann gilt ||f(z 4+ &) — f(2)]| < M - |[¢]].

(b) Fixiere s € [0, 1] und setze £ = sz sowie A wie oben. Dann gilt
1f(x + 52) = f(0)lloc < M - ||82]Joc = M - [s] - [|2][oc = M - [s]

fir M wie im Mittelwertsatz. Fir y € A und v € R"\{0} mit ||v||c = 1 gilt

(yz cos(y1t) COS(y1y2)> , (vl> l

D “Vloo = .
(D f)(y) - vl | 0 —sin(y) v
= f;lgf{|y2 cos(y1y2) - v1 + Y1 cos(y1yz) - val, |sin(ys) - U2|}

N

max{ [y cos(y12)] + [y cos(ynpe)]. [ sin(ye)] |

N

max{\y2|—|—]y1|, 1} < 3.
yEA

Also gilt die gewiinschte Ungleichung fiir M = 3.




