Probeklausur der Gruppe 5
Aufgabe 1 [15 Punkte]
Wir betrachten die Gruppe (Zig, ®).
(a) Geben Sie alle Elemente dieser Gruppe an. [2 Punkte]

(Zis,0) = {x €Zg| esgibt ein a € Z;g so dass zea =1}
= {v € Zs | ggT(x,18) = 1}
— {1,5,7,11,13,17}

(b) Geben Sie von jedem Element seine Ordnung an. [3 Punkte]

11=1 51 =5 =7

52 =25=17 72 =49=13

53 =7e5=235=17 7 =(-5)e7=-35=1
11t =11 131 =13 17t =17
112 =(-72=13 132 =(-5)2=-25=11 17?2 =(-1)2=1

113 =(-5)e(=7)=35=17 133 =(-5)3=-17=1

Nach einer Folgerung aus dem Satz von Lagrange wissen wir, dass die
Ordnung eines Elements nur ein Teiler von 6 sein kann, also {1,2,3,6}.
Elemente, deren Ordnung nicht 1,2 oder 3 ist, miissen die Ordnung 6
haben.
|1 5 7 11 13 17
Ord(z) |1 6 3 6 3 2

(¢) Begriinden Sie, ob die Gruppe zyklisch ist. [3 Punkte]
(Zig,0) = (5) = {5, 52,53, 51,55 56} = {5,7,17,13,11, 1} ist zyklisch.

(d) Geben sie alle Untergruppen an. [4 Punkte]

U = (1) =A{1}

U, = (17) ={1,17}
Uy = (7)=(13) = {1,7,13}
Upg = ()= (11) ={1,5,7,11,13,17} = (Z%5, )

e) Finden Sie ein z € Z*, mit z* = 7. [3 Punkte
18

Aus b) sieht man sofort, dass x = 7 diese Bedingung erfiillt.



Aufgabe 2 [10 Punkte]

In der symmetrischen Gruppe (S, o) seien die folgenden Permutationen
definiert:

o= (157)0(329106)0(48),

oe= (321095)0 (6109 1),

o3 = (253)0(410).

(a) Berechnen Sie o' o 0y. [3 Punkte]

o ooy = (84)0(610923)0(751)0(321095)0 (6109 1)
= (110)0(29756) 0 (48)

(b) Berechnen Sie Sign(os). [3 Punkte]
Sign(z) = (—1)"" = -1

(¢) Sei x € Sy die Permutation, fiir die x 0 0, ' = o3 gilt. Schreiben Sie x
als Produkt von unabhéngigen Zykeln. [4 Punkte]

Die Gleichung = o o5 1 = gy ist Guivalent zu z = 03 0 09. Mit
x = (253)0(410)0(321095)0 (6109 1)
(169)0(241035)

Aufgabe 3 [5 Punkte]

Formulieren Sie die Dimensionsformel fiir Untervektorraume.
V ein endlich erzeugter Vektorraum und Uy, Uy Untervektorraume von V.
Dann gilt



Aufgabe 4 [5 Punkte]

Geben Sie die Definition eines Vektorraums an. Sie diirfen hierbei die Defi-
nition einer Gruppe und eines Korpers als bekannt vorausssetzen.
Eine kommutative Gruppe (V,+) zusammen mit einer Verkniipfung

KXV =V,

wobei (K, +x, k) ein Korper heisst Vektorraum iiber K, wenn gilt:

(VS1)  (MNgp)-v=A(u-v)furalle \,pe K,veV,
(VS2) 1gx-v=vfirallevelV,

(VS3) A4xp)-v=Av+p-vfirale \pe K,voeV,
(VS4)  X-(u+v)=A-u+A-vfirale e K,ju,veV.

Aufgabe 5 [10 Punkte]

0 2 3 —1
(a) InR3seienvy; = | 0 | ,vp= 1 = 1 Uy = 0
1 -2 —1 -2

gegeben. Bestimmen Sie eine Basis des Schnittes von

L(vy,v) = {aqvy + agvy | a1, as € R} und
L(u1,ug) = {Brur + Bous | Bi,f2 € R} an. [7 Punkte]

(b) Bestimmen Sie eine Basis von

L(v1,v2) + L(ug,uz). [3 Punkte]

()

L(vi,v2) N L(ur,ug) = {Prur + Pousg | B1, F2 € R und es existieren aq, ay € R

so dass [1uy + fous = ayv; + ayvs}.
Die Gleichung Siuy + Baus = vy + aqvo ist aquivalent zu

20&2 —361 +ﬂ2 - O aq —20&2 +61 —|—2ﬁ2 = O
Q2 —5 =0 & 6% -5 =
a; —2ay +0 426, =0 -6 +B2 =0



Aus der dritten Gleichung folgt, dass 51 = (35. Also ist

L(v1,v9) N L(ur,u2) = {Brur + Paug | B1, 02 € Rund fy = fa}
= {Bous + Pous | B2 € R}
= {2 (w1 +u2) | B2 € R}

e

Also ist 1 eine Basis von L(vy,v9) N L(ug, us).
-3

Nach der Dimensionsformel gilt dimg £(vy,v2) + L(uy, ug) =

= dimg L(v1,v9) + dimg L(ug, ug) — dimg L(v1, v2) N L(uy, ug)
=2+2—1=3. Also ist L(vy,v3) + L(ur,uz) = R3. Dann ist zum
Beispiel

1 0 0
S R N
0 0 1

eine Basis.



