Probeklausur der Gruppen 3 und 4
Aufgabe 1 [15 Punkte]
Wir betrachten die Gruppe (Z3,, o).

(a) Geben Sie alle Elemente dieser Gruppe an. [2 Punkte]

(Z3,,8) = {x € Zoy| es gibt ein a € Zyy so dass zea =1}
= {z € Zy | ggT(x,24) = 1}
= {1,5,7,11,13,17,19, 23}

(b) Geben Sie von jedem Element seine Ordnung an. [3 Punkte]

11=1 51 =5 =7 111 =11
52=25=1 72=49=1 112 =121=1
131 =13 17t =17 191 =19 231 =23

132=(-11)2=1 17?=(-72=1 192=(-5)2=1 232=(-1)2=1

x|1 5 7 11 13 17 19 23
Ord(z)[1 2 2 2 2 2 2 2

(c) Begriinden Sie, ob die Gruppe eine zyklische Untergruppe mit 4 Ele-
menten besitzt. [3 Punkte]

In einer zyklischen Untergruppe miisste ein Element der Ordnung 4
sein. Da es ein solches nicht gibt, git es so eine Untergruppe nicht.

(d) Finden Sie eine Untergruppe der Ordnung 4. [4 Punkte]
U= (57) ={1,5,7,11} ist eine Untergruppe mit der Verkniipfungstabelle

e | 1 5 7 11
111 5 7 11
5|15 1 11 7
7|17 11 1 5
11y11 7 5 1

(e) Finden Sie alle Elemente = € Z}, mit z° = 11. [3 Punkte] Da z° =
r’er?exr =1e1ex =z gilt, folgt dass z = 11 das einzige Element
mit 2° = 11 ist.



Aufgabe 2 [10 Punkte]

In der symmetrischen Gruppe (S, o) seien die folgenden Permutationen
definiert:

o1= (358)0(14789)0(210),

oo= (13852)0(9874)

o3= (143)0(28).

(a) Berechnen Sie o;'. [3 Punkte]

o' =(102)0(98741)0(853)

(b) Berechnen Sie Sign(os). [3 Punkte]

Sign(oz) = (=1)"* = —1

(c) Sei z € Syg die Permutation, fiir die 0% o z = o3 gilt. Schreiben Sie
als Produkt von unabhéngigen Zykeln. [4 Punkte]

Die Gleichung o2 o 2 = o3 ist quivalent zu x = ;2 o0 03. Mit
o7% = (102)0(98741)0(853)0(102)0(98741)0(853) = (183495 7)
erhalten wir
v = (1834957)0(143)0(28)
(1957) 0 (238)

Aufgabe 3 [5 Punkte]

Formulieren Sie den Austauschsatz von Steinitz.
Sei {vy,..., vt} linear unabhéngig in V und sei {ui,...,u,} eine Basis
von V. Dann ist n > k und es existieren u;,,...,u; € B, so dass

B =B\ {uy,...,uy } U{vr, ... 0}

auch eine Basis von V ist.



Aufgabe 4 [5 Punkte]

Geben Sie die Definition einer Gruppe an.
Eine Gruppe ist eine nicht-leere Menge G zusammen mit einer inneren
Verkniipfung * : G X G — G, so dass

(1) fir alle a,b,c € G gilt: ax (bxc) = (a*b) *c,
(2) es existiert ein e € G, so dass fiir alle a € G gilt: axe =e*xa = a,

(3) fiir alle a € G existiert b € G, so dass a xb=b*a = e gilt.

Aufgabe 5 [10 Punkte]

1 0 1 —1
(a) InR3 seien v, = 2 = | 1 | ,u = 0 S = [ —2
-2 0 —2 2

gegeben. Bestimmen Sie eine Basis des Schnittes von

L(vy,v9) = {anvy + agvy | a1, ay € R} und
L(uy,ug) = {frus + Paus | B1, P2 € R} an. [7 Punkte]

(b) Bestimmen Sie eine Basis von

L(v1,v2) + L(ug,uz). [3 Punkte]

(a)
L(v1,v2) N L(ur,ue) = {Brur + Pousg | B1, f2 € R und es existieren aq,as € R

so dass [iuy + fous = ayvg + 1vs}.

Die Gleichung Siu; + PBous = ayv1 + avg ist dquivalent zu

o =6 4B =0 o —f1 +P2 =0
201 “+a +2ﬁ2 =0 & (e +251 =0
—20[1 +2ﬁ1 —262 =0 0 =0

Daraus folgt, dass fiir beliebige (31, 3> immer aq, g existieren mit Buq+
Bottg = v + aqvy. Also ist

L(vy,v2) N L(ur,ug) = {Brug + Pausg | B, B2 € R}
= L(v1,v2) = L(u1,uz)

Eine Basis ist {v1,v2}.



(b) Da L(vy,vs) = L(uy,us) ist L(vy,va)+L(uy, us) = L(vy,vy). Eine Basis
ist {vy,vq}.



