Probeklausur der Gruppen 1 und 2
Aufgabe 1 [15 Punkte]
Wir betrachten die Gruppe (Z3, o).

(a) Geben Sie alle Elemente dieser Gruppe an. [2 Punkte]

(Z3y,®) = {x € Zy | es gibt ein a € Zyy so dass zea = 1}
= { € Zy | ggT(x,20) =1}
= {1,3,7,9,11,13,17,19}

(b) Geben Sie von jedem Element seine Ordnung an. [3 Punkte]

1t=1 31=3 =7 9l =9
32=9 72 =49=9 92 =81=1
33=90e3=27="7 B =0e7=63=3
31 =7e3=21=1 7Tt=3e7=21=1
111 =11 131 =13 17t =17 191 =19
112=(-92%2=1 132=(-72=9 172 =(-3)2=9 192 =(-1)2=1
133=(-73=-3=17 173 =(-3)3=-7=13
13*=(-7*=1 174 =(-3)*=1
|1 37 9 11 13 17 19
Ord(z) |1 4 4 2 2 4 4 2

(c¢) Begriinden Sie, ob die Gruppe zyklisch ist. [3 Punkte]

(Z3, ®) hat 8 Elemente, aber kein Element der Ordnung 8. Also ist sie
nicht zyklisch.

(d) Finden Sie zwei Untergruppen der Ordnung 4. [4 Punkte]
Ur = (3)={3,8,3"3" = {3,971}
U, = (13) ={13',13%13% 13*} = {13,9,17,1}

(e) Finden Sie ein z € Z4, mit 23 = 3. [3 Punkte]

Aus b) sieht man sofort, dass x = 7 diese Bedingung erfiillt.



Aufgabe 2 [10 Punkte]

In der symmetrischen Gruppe (S, o) seien die folgenden Permutationen

definiert:
o1 (123)0(45678)0(910),

(
oy (41729)0 (8763),
5 (145)0(79).

(a) Berechnen Sie 7. [3 Punkte]

o2 =(132)0(46857)

(b) Berechnen Sie Sign(os). [3 Punkte]

Sign(az) = (—1)** = —1

(c) Sei x € Syy die Permutation, fiir die 0y 0z 0 09 = o3 gilt. Schreiben Sie
x als Produkt von unabhéngigen Zykeln. [4 Punkte]

Die Gleichung o1 o x 0 09 = o3 ist quivalent zu x = 01_1 0030 02_1. Mit

or! = (109)0(87654)0(321) und
oyt = (3678)0(92714)

erhalten wir

r = (109)0(87654)0(321)0(145)0(79)0(3678)0(92714)
— (146109)0(278) 0 (35)

Aufgabe 3 [5 Punkte]

Formulieren Sie den Erganzungssatz fiir Vektorraume.

Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum und L C V eine endliche,
linear unabhangige Teilmenge. Dann gibt es eine Basis B von V mit L C B.
Insbesondere ist |L| < dimg V.



Aufgabe 4 [5 Punkte]

Geben Sie die Definition eines Korpers an. Sie diirfen hierbei die Definition
einer Gruppe als bekannt vorausssetzen.
Eine nichtleere Menge K zusammen mit zwei Verkniipfungen

+ AxK—-K
T KxK—K

heifit ein Korper, wenn

1) (K, +) eine Gruppe ist und a + b = b + a fir alle a,b € K,

2) (K \ {0},-) eine Gruppe ist und a -b="b-a fiir alle a,b € K \ {0},

3) die Distributivgesetze a- (b+c¢) =a-b+a-cund (a+b)-c=a-c+b-c
fiir alle a, b, c € K gelten.

Aufgabe 5 [10 Punkte]

1 -1 3
(a) mMR3seienvy = | 0 |,oo=[ =2 |,uu =1 2 |, ,up= 1
0 1 2
gegeben. Bestimmen Sie eine Basis des Schnittes von

L(vy,v3) = {aqvy + agvy | a1, as € R} und

,C(Ul, UQ) = {51%1 + ﬁgUg | ﬁl,ﬁg € R} an. [7 Punkte]

(b) Bestimmen Sie eine Basis von

L(vy,v) + L(uy,us). [3 Punkte]

(a)

L(vy,v9) N L(ug,ug) = {Brus + Pous | B1, F2 € R und es existieren oy, ap € R

so dass [iu; + fous = aqv; + aqvs}.
Die Gleichung (yu; + Pous = aqv1 + aqvy ist dquivalent zu

ap —ay =301 +P =0 ap —ay =361 4P =0
—2042 —261 —ﬁg =0 < (oD —261 +262 =0
ay =201 268, =0 —608; +36, =0



Aus der dritten Gleichung folgt, dass 3; = % Also ist

L(v1,v9) N L(ur,uz) = {51“1 + Paug | f1,f2 € Rund B = %}
= {%Ul + Paug | 2 € ]R}
1
= {52 (§U1 + u2> | B € R}
1/2
= B2 2 | B2 € R
-1
1/2
Also ist 2 eine Basis von L£(vq, v2) N L(uy, usg).
-1

Nach der Dimensionsformel gilt dimg £(v1,v2) + L(uy, ug) =
= dimg L(v1,v9) + dimg L(ug, ug) — dimg L(v1, v2) N L(u, usg)
=2+2—1=3. Also ist L(v1,v9) + L(u1,uz) = R3 Dann ist zum

Beispiel
1 0 0
O, 1],10
0 0 1

eine Basis.



