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Aufgabe 1. Sei R ein Ring. Zeigen Sie mit dem Nakayama-Lemma, dass der
Ring genau dann ein Körper ist, wenn R ein lokaler noetherscher Ring von Ein-
bettungsdimension

edim(R) = dimκ(mR/m
2
R) = 1

ist.

Aufgabe 2. Sei R ein Ring, p ⊂ R ein Primideal, Rp der resultierende lokale
Ring, und κ sein Restekörper. Zeigen Sie, dass die Rp-linearen Homomorphismus

ϕ : κ −→ Rp

den Elementen a/f ∈ Rp entsprechen, welche vom maximalem Ideal m = pRp

annulliert werden.

Aufgabe 3. Sei R ein noetherscher Ring, und p1, . . . , pr ⊂ R seine minimalen
Primideale. Seien Ri = Rpi die resultierenden lokalen Ringe, und Fi deren Re-
stekörper. Verifizieren Sie, dass die Spec(Ri) aus nur einem Punkt bestehen, und
dass der Kern des resultierenden Homomorphismus

ϕ : R −→ F1 × . . .× Fr, f 7−→ (f/1 mod mRi
, . . . , f/1 mod mRi

)

das Nilradikal Nil(R) ist.

Aufgabe 4. Sei R ein Ring. Zeigen Sie

dim(R) = sup{dim(Rm)} = sup{dim(R/p)},

wobei die Suprema über die maximalen Ideale m ⊂ R beziehungsweise die mini-
malen Primideale p ⊂ R verlaufen.
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