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Aufgabe 1. Sei R ein lokaler Ring und X = Spec(R) sein Spektrum. Beweisen
oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(i) X ist nicht-leer;

(ii) X ist irreduzibel;

(iii) X ist zusammenhängend;

(iv) X ist quasikompakt;

(v) X ist noethersch.

Aufgabe 2. Sei X ein noetherscher Raum, der zusammenhängend ist. Zeigen
Sie, dass es eine endliche Folge von irreduziblen Komponenten X1, . . . , Xn gibt,
in der Wiederholungen erlaubt sind, wobei X = X1∪. . .∪Xn sowie Xi∩Xi+1 6= ∅
für 0 ≤ i ≤ n− 1 gilt.

Aufgabe 3. Sei X ein beliebiger topologischer Raum,

Xsob = {xZ | Z ⊂ X abgeschlossen und irreduzibel}

seine Sobrifizierung, und f : X → Xsob die kanonische Abbildung. Verifizieren
Sie, dass das Bild f(X) kolmogoroffsch ist, und dass die Zuordnung X 7→ Xsob

funktoriell ist.

Aufgabe 4. Sei R ein Ring. Beweisen Sie, dass ein Ideal p ⊂ R, welches maximal
unter allen nicht-endlich erzeugten Idealen a ⊂ R ist, prim sein muss. Nehmen
Sie dazu an, dass fg ∈ p aber f, g 6∈ p, und betrachten Sie die Ideale

p + Rf und p + Rg und c = {a ∈ R | af ∈ p}

sowie (f) · c = (f) ∩ p.
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