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Aufgabe 1. Sei R ein Ring und a, b ⊂ R zwei Ideale.

(i) Verifizieren Sie die Gleichheit sowie die Inklusion
√
a ∩ b =

√
a ∩
√
b und

√
a + b ⊃

√
a +
√
b.

(ii) Geben Sie mit R = k[x, y] ein Beispiel dafür an, dass im allgemeinen
√
a + b 6=

√
a +
√
b.

Aufgabe 2. Sei ϕ : R→ A ein Homomorphismus von Ringen,

f : X = Spec(A) −→ Spec(R) = Y

die induzierte stetige Abbildung, a ⊂ A ein Ideal und Z = V (a) die resultie-
rende abgeschlossene Menge in X.

(i) Geben Sie ein Beispiel dafür, dass die Bildmenge f(Z) ⊂ Y im allgemeinen
nicht abgeschlossen ist.

(ii) Was ist das Radikalideal b ⊂ R zur abgeschlossenen Menge f(Z) ⊂ Y ?

Aufgabe 3. Sei K ein Körper und K ⊂ L eine endliche Galois-Erweiterung,
mit Galois-Gruppe G = Gal(L/K). Schreiben Sie den Ring R = L⊗K L als
Produkt von Körpern und zeigen Sie, dass jedes Ideal a ⊂ R ein Radikalideal
ist. Benutzen Sie dabei, dass für gewisse a ∈ L die konjugierten Elemente
σ(a) ∈ L eine K-Basis bilden.

Aufgabe 4. Sei X eine kompakte Mannigfaltigkeit und R = C (X) der Ring
der stetigen Funktionen f : X → R.

(i) Zeigen Sie, dass X in kanonischer Weise als Unterraum aller abgeschlos-
senen Punkte von Y = Spec(R) aufgefasst werden kann.

(ii) Folgern Sie, dass zwei kompakte MannigfaltigkeitenX undX ′ homöomorph
sind genau dann, wenn die Ringe R = C (X) und R′ = C (X ′) isomorph sind.

Abgabe: Bis Freitag, den 12. Mai um 8:25 Uhr im Zettelkasten.


