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Aufgabe 1. Die symmetrische Matrix G = _)\1 _>\1> induziert kanonisch eine

symmetrische Bilinearform ®,: V x V — R, (z,y) — 2'Gy. Nun ist ®, genau dann
ein Skalarprodukt, wenn fiir alle z # 0

A =1
0< dy(z,2) = (xl xg) (_1 N ) (%) A2+ Ax5 — 2279
=\ —Da2 4+ (A= 122 + (21 — x5)*

Die Bedingung ist genau dann erfiillt, wenn A > 1. Denn ist A > 1, so ist die obige
Ungleichung wahr, da Quadratzahlen ungleich Null in R positiv sind. Ist umgekehrt
A < 1, so kann die obige Ungleichung nicht fiir alle x # 0 gelten (im Fall z = (1,1)
ist ®y(z,2) = (A—1)2<0).

Aufgabe 2. Es gelten,

t

rA(Hy) = z —w 1 0 z —w\  [(zZ—ww 220
ARV \w 7 0 -1/ \w z o 2Zw ww — 2Z

= (2Z —ww)Hy + (Zw +wz)Hy + i(Zw — wz) Hs,

(Hy) = z —w)\ [0 1 2 —wt_ —ZW — 2w 22— W
a2 =y 2 )\ o)\w z) T\ 2w w+zw

1
—(zw+m)H1+2(z +72 —w —w)H2+2(z — 22+ — w?)Hs,

T(H)— z 1 1ZW — 12W w2 + 722
AV =\ w 0 —iZ?2 —iw? —izw + izw

1
z(zw—zw)H1+%(z2 —w? +w )H2+§(z2+22+w2+@2)H3,
Also ist
2Z — W 2w + Zw i(Zw — zw)
B=| zw+wz 3(2° +z 2—E2) L -2 —w +w?)

i(Zw — Wz) g(z 24w —w?) (224722 4w +w?)

Da B invariant ist unter komplexer Konjugation, ist B € Mat(3, R). Nach Vorlesung
ist B sogar in SO(3) enthalten.



Aufgabe 3. Wir fithren den Beweis per Induktion iiber n.

Im Fall n = 1 ist signG; = signdetG; = (—1)"'. Also ist die Anzahl der
Vorzeichenwechsel in der reelen Zahlenfolge 1,G; gleich 0, falls n_; gerade und
gleich 1, falls n_; ungerade ist. Es gilt aber 0 < n_; <1, also folgt die Behauptung.

Sei nun n > 2 und die Behauptung fiir jeden R-Vektorraum der Dimension
< n wahr. Sei z1,...,x, eine Basis von V wie in der Behauptung. Um Induktion
anwenden zu konnen, miissen wir V' als direkte Summe von kleineren Unterrdumen
zerlegen. Dabei miissen wir diese Zerlegung wie folgt vertrdaglich mit ® wéhlen.

Definiere den Unterraum W als das Erzeugnis der Vektoren y; := z;, 1 < i <
n — 1, und die Abbildung ¥: W x W — R durch die Einschrinkung U = ®|y <y .
Dann ist ¥ eine symmetrische Bilinearform und die Vektoren wq,...,y,_1 bilden
eine Basis von W mit der Eigenschaft, dass die Matrizen

Hi = (Y (Y1, Yj))1< i j<i, € Mat(k,R), fir 1<k<n-1

invertierbar sind (es gilt namlich H = Gy). Nach Induktionsvorraussetzung gilt
also die Behauptung fiir das Tripel (W, (y;)7=}', ¥). Betrachte nun das orthogonale
Komplement

Wt ={zecV:d(x,y) =0 fiir alle y € W}

Da die Einschrankung W = ®|y < nicht ausgeartet ist, ist nach Vorlesung die
kanonische Abbildung
WaWs =V, (z,y) —z+y

ein Isomorphismus; wir haben also V' in Unterrdume zerlegt mit dim W =n—1 und
dim W+ = 1 Wir wihlen nun eine Basis von V, welche diese Zerlegung respektiert.
Genauer gesagt wihlen wir irgendeinen Vektor v, € W+ \ {0}; dieser definert eine
Basis von W+. Dann ist y = (yi,...,yn) eine Basis von V beziiglich der die Gram-
Matrix von ¢ Blockgestalt hat

G = (2(yiy;) = (Mymyﬂ)mﬁ@_l CID(yn,yn)) h <Gn_l <I>(yn,yn)>

Hieraus folgt
n ((I)) n_l(\I/) falls (1)<yna yn) >0
T n (W) 4+ 1 falls @(y,, yn) < 0

und
signdet G' = signdet G,,_ - sign ®(y,,, y»)

Da G und G’ zu der gleichen Bilinearform gehoren gilt ferner
sign det G’ = signdet G

Also erhoht sich n_; genau dann um 1, wenn in der Folge det G,,_1,det G ein Vor-
zeichenwechsel stattfindet. Nach Induktion ist n,(¥) gerade die Anzahl der Vorzei-

chenwechsel in der Folge
17 det G17 ceey det Gn—l

ist und es folgt die Behauptung.



Aufgabe 4.
(i) Die folgenden Matrizen bilden eine R-Basis von U

10 00 01 0 =
Hl - (0 0)7 H2 - (O ].)’ H3 - (1 0)7 H4 — (—Z 0)7

Sei H =x1H, + 9 Hy + v3H3 + x4H,4 beliebig gegeben, also
H:< T $3+i$4>
T3 — 14 i)

det(H) = x129 — 23 — 2]

Dann gilt

/ / N
und nimmt man H' = ( , 1 , 3 +, m4) € U hinzu, so ist ®(H, H') gleich
1
= 5 (evwe — o — wf + 2wy — 2 — o — (w1 + 7)) (w2 + 2h) + (23 + 24)° + (w4 + 2))°)
]' / 1 / / /
= —§.T1$2 — 5.’172.1’1 + XT3%5 + TaZy

Daher ist ® symmetrisch und bilinear.
(ii) Sind Hy,..., H4 wie oben, so ist die Gram-Matrix
0 —

0
0
0

1
2

N[

G :=(®(H;, Hj)) =

o O O
_ o O O

0 1
0
111 rsetzt man die Matrizen H4, ..., H, durc = =
() E die Matri Hy, , Hy durch Hj (é ?),Hé ((1) _01>,

H} := Hs und H} = H,, so ist H},..., H} auch eine Basis von U und die
Gram-Matrix in der neuen Basis lautet

-1 0 0 0
0 100
0 010
0 001
Hieraus liest man direkt n; = 3, n_; = 1 und ny = 0 ab (oder man benutyt

Aufgabe 3).

Bemerkung: Andert man nicht die Basis ab, so kann man trotzdem ny,n_q,ng
bestimmen. Nach dem Tragheitssatz von Sylvester gibt es eine Matrix T €
GL(4,R) mit G = T*DT, wobei D = diag(ny, n1,ng) eine Diagonalmatrix mit
ny vielen 1, n_y vielen —1 und ng vielen 0 ist. Es gilt

1
. det G = det T" det D det T' = (det T'det T") det D = (det T')*(—1)"-10"

Also ist ng = 0 und n_; € {1,3}. Andererseits kann man an der Gestalt von
G direkt n; > 2 ablesen, also ist n_y =n —ng —ny <4 — 2 <2 < 3. Folglich
ist n_; = 1 und somit auch n; = 3 bestimmt.



