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1 Der Ring Z[w]
Sei w = —% + @, die erste dritte Einheitswurzel.

Dann ist Z[w] := {a + bw|a,b € Z} C C.

In Kapitel 1 des Buches wird gezeigt, dass Z|w] zusammen mit der Addition und Multiplikation
einen Euklidischen Ring bildet. Somit ist Z]w] auch ein Hauptideal- und faktorieller Ring, in dem
jedes Element o € Z[w], a # 0 eine (bis auf Einheiten und Reihenfolge) eindeutige Zerlegung in
Primfaktoren besitzt. Aulerdem wird die Abgeschlossenheit beziiglich der komplexen Konjugation
nachgewiesen.

Bezeichnung D := Zw)].

Wir wollen D im Folgenden auf Einheiten und Primelemente untersuchen. Wichtig dafiir ist der
Begriff der Norm:

Definition Sei o = a 4+ bw € D. Die Norm von « ist definiert als Noo = av = a® — ab + b € Ny.
Proposition 1.1 (i) o € D ist eine Einheit < Na = 1.
(ii) Die Einheiten in D sind: 1, —1,w, —w,w?, —w?.

Beweis. Aussage (7).

”=" Sei « eine Einheit, also multiplikativ invertierbar in D = 38 € D so, dass a8 = 1.
Es gilt Naf = 11 = 1, und mit der Assoziativitit der Multiplikation in Ringen Nof = afBaf =
aaff = NaNB. D.h. NaNB =1, und damit Na = 1.

» <" Sei Na = 1. Also nach Definition der Norm o@ = 1. °S” « ist eine Einheit.

Aussage (i4). Mit der Aquivalenzaussage in Teil (i) lassen sich nun alle Einheiten in D berechnen.
Seiv =a+bwe€ D mit Na=a?—-ab+b?> =14 4Na = (2a — b)? + 3b* = 4.

Mogliche Losungen der Gleichung sind:
(1)2a—b==41und b==+1
(2)2a—b==+2und b= 0.

Die sechs Gleichungssysteme fiithren zu folgenden Wahlmoglichkeiten von a und b:

a b a=a+bw
1 1 1+w=—w?
0 1 w
0 -1 —w
1| 1] -1-w=uw?
1 0 1
—-11 0 -1

So erhalten wir alle sechs Einheiten in D.



Es gilt im Allgemeinen:
Definition p heifit Primelement, wenn aus p|ab stets = pla V plb.

Untersucht man nun die Primelemente in D, ist es wichtig zu bemerken, dass Primelemente in
7Z nicht zwangslaufig Primelemente in D sind.

Beispiel 7 = (3 + w)(2 — w) ist offensichtlich nicht prim in D.

Die Begriffe miissen also unterschieden werden:

Bezeichnung (i) Ist p Primelement in Z, dann heifit p rationales Primelement.
(#i) Ist m Primelement in D, dann heifit 7 einfach Primelement.

Proposition 1.2 Sei 7w € D.
Ist Nm = p, p ein rationales Primelement, dann ist w ein Primelement in D.

Beweis. Angenommen 7 ist nicht prim in D.
D.h. 7 ist nicht irreduzibel, und aufgrund von N7m = p # 1 keine Einheit. Also kann man 7
als Produkt von Nichteinheiten # 0 schreiben: 7 = vy, wobei N§, Ny > 1, §,v € D.
Dann ist Nm = p = NoN~. Ein Widerspruch zur rationalen Primeigenschaft von p.
= 7 ist prim in D.

Die folgende Proposition klassifiziert alle Primelemente in D:

Proposition 1.3 7 € D ist prim < Nm = pund p = 1(3) oder p = 3,
oder Nm = p? und p = 2(3), wobei p rational prim ist.

Falls Nm=p : m o~ rationales Primelement.
Falls Nt =p* : 7w~ p (7 und p sind assoziiert).
Fallsp=3 : Nm=3&enrn~1—-w.

Beweis. 7<" Fall p =2 (3):
Angenommen p ist nicht prim. Dann ist p = &y fiir 7, v € D, mit N7, Ny > 1. Und die Norm

Np = p? :NﬂN’leZﬂ N7 =p. mist in der Form 7 = a + bw fir a,b € Z.

Also ist Nm=p=a? —ab+0b>. D.h. p=(2a —b)? (3) £l p =1 (3). Ein Widerspruch.
—_——
< 4p=(2a—b)2+3b2

Wenn also p =2 (3) = p ist prim in D.

Somit sind die 7 € D mit 7 ~ p Primelemente in D, und es gilt N© = Np = p?.

Fall Nm=pund p=1(3) oder p=3:
Da die Norm von 7 rational prim ist, folgt mit Proposition 1.2 die Behauptung.

”=" Sei 7 prim.

Also N7t # 1. D.h. N7 = 77 = n fir ein n € N\ {1}. Das n besitzt iiber N eine eindeutige
Primfaktorzerlegung: n = Hie]péiv wobei die p; rational prim sind.

"™ xlp; fiir ein i €1 P& 7y = p fiir ein v € D.

Dann ist N*Ny=p?> = Nn = Nvy=poder Nt =p?> A Ny=1.

Falls N = p? : dann Ny =1 = # eine Einheit = 7 ~ p.
Falls Nm = p: Angenommen 7 = ug, u eine Einheit, ¢ rational prim.
Dann ist p = N7 = NuNgq = ¢*. Ein Widerspruch = 7 ~ rat. Primelement.

(A) Haben also gezeigt:
m € D prim = d rationales Primelement p so, dass Nm = p, wobei 7 ~rat.Primelement,
oder N7 = p?, wobei 7 ~ p.



Jetzt betrachten wir die verschiedenen Falle, die fiir p modulo 3 auftreten kénnen:

Fall p=2 (3):
Wie bereits gezeigt, gilt in diesem Fall: 7 € D mit m ~ p sind prim in D (:A>) N7 = p2.
Fallp=1(3):

Betrachte das Legendre-Symbol

(5)=(F)G) =07 () =0T F) T en® - co H7 () -

=1, da p#2

da 1 quadratischer Rest modulo 3 ist.

D.h. 3a € Z, s.d. a> = -3 (p). Alsoist pla®—(—3) = (a+/3i)(a—+/3i) = (a+14+2w)(a—1—2w).
Angenommen p ist prim in D. Dann muss 7 sowohl den Real- als auch Imaginérteil einer der

beiden Faktoren teilen. Dap{2 = pt +2w. Ein Widerspruch.

= p ist nicht prim in D.

Also p = 7y fiir 7,7 € D, Nw, Ny > 1. Dann Np = p> = Na Ny NIZY N =p.

Fall p=0(3), also p = 3:
Betrachte das Polynom z3 — 1 = (z — 1)(z — w)(z — w?).

Das impliziert 22 + x4+ 1 = (z — w)(2 — w?), wodurch wir mit # = 1 die Darstellung

3= (1-w)(1-w?) = (1+w)(1 —w)? = —w?(1 - w)?
erhalten — die bis auf Einheiten eindeutige Primfaktorzerlegung der 3 in D, denn:
Die Norm ist 9 = N(—w?) N1 -w)’=N(1-w)N1-w) = N1 -w)=3

——

=1, da Einheit

PrRA2 ) st prim in D mit N(1 —w) = p = 3.

Auflerdem gilt Vo mit r~1—w: N7 =p=3, und somit: Nt =3 & 7~1—w.



2 Restklassenringe

Die Betrachtung von Kongruenzen in D ist sehr niitzlich. Dabei lassen sich die Kongruenzklassen
von D modulo 7, wobei v € D eine Nichteinheit, als Restklassenringe D /D auffassen.

Bezeichnung D, := D/+D.
Proposition 2.1 Sei 7w € D prim. Dann ist D, ein endlicher Kérper mit Nw Elementen.

Beweis. (1) zz: D, ist ein Korper:
D ist ein Euklidischer Ring = Hauptidealring, und da 7w Primelement in D ist, ist 7D ein maximales
Ideal in D. Damit ist D/ D = D, ein Korper.

(2) zz: Dy besitzt N7 Elemente:

Hier miissen die verschiedenen Félle fiir 7 aus Proposition 1.3 einzeln betrachtet werden:

1.Fall: Sei m = q = 2(3), ¢ rational prim.
Betrachte ein beliebiges p = m + nw € D. m, n lassen sich in jeweils zwei eindeutige Summanden
m =qs+ a und n = gt + b, wobei a,b,s,t € Z, 0 < a,b < ¢, aufteilen.
Also ist 4 = a + bw (¢) und die Menge R := {a + bw|0 < a,b < ¢} enthilt somit Reprédsentanten
aller Restklassen in D,.

Angenommen a + bw = o' + b'w (q), wobei 0 < a,d’,b,b’ < q, € Z.
Damit ist ¢|(a + bw) — (¢’ + b'w), also “_T“/ € Z und b_Tb/ € Z. Nach Voraussetzung ist
la —d'| <gq, |b=V|<q = a=a,b=1"V. Die Restklassen verschiedener Reprisentanten in R
sind also verschieden in D,. Damit enthélt R genau einen Reprisentanten jeder Restklasse
in D, d.h. |R| = |D,|. Mit |R| = ¢* = Ngq, gilt |D,| = N.

2.Fall: Sei 7™ = p =1 (3), p rational prim.
Betrachte wieder ein beliebiges p = m +nw € D. Auch hier wollen wir Vielfache von 7 abspalten,
um Repréasentanten der Restklassen in D, zu erhalten.
m ist kein rationales Primelement, also in der Form 7 = a + bw fiir a,b # 0 € Z.
Mit Nm =p=a? —ab+b®> = pf{b. (Andernfalls wire p|b Apla = p?|(a® AabAb?) = p*[p.
Ein Widerspruch.) Also ist b mod p invertierbar.
= Je:=nb~! (p) € Zmit cb =n (p). Dann ist p—cm = m+nw —cla+bw) = m+nw—ca—nw =
— L Also p— e = =m— , da m|p.
m—ca (p). Also p—cm = p (1) =m — ca () 7|p
=:l€Z
Nun lasst sich [ € Z eindeutig aufteilen: [ =sp+1r, s,r€Z, 0 <r <p.
Alsol=7r(p) = =7 (m),danw|p. Somit gilt Vue D:u=r (m),r€{0,1,....p—1} = R.
Angenommen r = ' (7), r,7’ € R. Also r — ' = 7y fiir ein v € D. Betrachte die Norm:
(r—r")2=Nr Ny=plr—1r = r=1dalr—1|<p.

P
Damit enthélt R genau einen Reprisentanten jeder Restklasse von D, d.h. |R| = |D,|. Mit
|R| = p, gilt |Dr| = N.

S.Fall: Seim~1—w, Nm=3.
Sei p = m + nw € D beliebig. Es gilt p+nr = m+nw+n(l —w) = m+n € Z. Da
= = pu= .Alsogit Vue D:p=d fiir ein d € Z.
p+nr=p(r) = p=m+n (m). Also gilt Vu 1 (m) fiir ein
=:d€Z
Im Folgenden verlauft der Beweis analog zu Fall 2, als Spezialfall mit p = 3. Dies fiihrt zur
Représentantenmenge R := {0, 1,2}, und damit |D,| = |R| =3 = N.

O



3 Kubischer Rest-Charakter

Sei 7 ein Primelement in D.
Die Einheitengruppe von D, hat die Ordnung |D}| = N7 — 1, da alle Restklassen # [0] in D,
Einheiten sind.

Wir erhalten eine analoge Aussage zu Fermats Kleinem Satz:
Proposition 3.1 Sei 71 a, dann ist V™1 =1 (7).
Beweis. [a] # [0] in D, da7{a = [a] € D Nach Lagrange teilen Elementordnungen die
Gruppenordnung, also [a]V™! = [1]. Mit [a]¥™~1 = [a™N™~1] folgt die Behauptung.
U

Lemma 1 Sei Nw # 3, also m »~ 1 —w. Die Restklassen von 1,w,w? sind verschieden in D;.

Beweis. Angenommen:
1) w=1(w). Danmn 7|l —w.1—w € Dist prim =7 ~1—w.

Also N7 = N(1 — w) = 3. Ein Widerspruch zur Voraussetzung und damit w # 1 (7).
2) w2=1(m). Damn 7|l —w?. DaN(1-w?)=(1-w))(1l-w)=1-w—w?=3,

ist 1 —w? priminD = 7~1-w? = Nm=N(1-w?) = 3. Ein Widerspruch, also w? # 1 (7).
3) w=w? (7). Dann 7|w — w? = w(l — w). Da w eine Einheit in D ist, ist 7 ~ 1 — w

= N7 = N(1 —w) = 3. Ein Widerspruch, also w # w? (7).

Lemma 2 Sei Nw # 3. Es gilt 3| |D:| = Nm — 1.

Beweis. {1,w,w?} C D ist eine zyklische Gruppe von Ordnung 3. Also ist ord(w) = ord(w?) = 3.
Da [1], [w], [w?] € D% ""£"° 3| |DX| = N« — 1.

d
Proposition 3.2 Seiw € D prim, 71 a und N7 # 3.
Es existiert ein eindeutiges m € {0,1,2}, s.d. atE T = wm (7).
Beweis. Nach Proposition 3.1 ist oN™=1 =1 (7).
D.h. 7w ]! — 1, wobei aN™ 1 — 1 = (ozN?1 -1) (ozN7r371 - w) (aN?l —w?).
' =:al =:a2 =:a3
B 7lay fiir ein j € {1,2,3}.
Aber 7 teilt auch hochstens eines der a;:
Angenommen 7 teilt mehrere Faktoren. Dann teilt es auch die Differenz:
) mlar—a=-14w=-1(1—-w)
2) m|a; —az = —1+w?=w?(l—w) = m~1—w= Nr=3, ein Widerspruch.
3) Tlag —az = —w+w?=—w(l—-w)
= 7 teilt genau einen der Faktoren a;,
also 7 | a” 5 —w™ fiir ein eindeutiges m € {0,1,2}.
| ——
Nm—1
S a3 =wm ()
O



Auf Grundlage dieses Ergebnisses konnen wir den Kubischen Rest-Charakter definieren:

Definition Sei N7 # 3.
Der Kubische Rest — Charakter von o modulo 7 ist definiert als

(g) B 0 falls | «
w3 (@™ 5 in Dy falls 71«

b) a5 = (%)3 ().

9 (%), = (5).(5),

d) wenn a = 8 («), dann (%) = (g)

Beweis.
7]
a) 3 Isomorphismus (D%, ) ¥ (Zng-1, +)-
Also [0™5 ] =[1]in (D%, ) & [p(a)(X52)] = (0] in (Znw—1, +).
< 3lp(a)
< Jz: 3z=p(a)
& Jz: 2% =a(n).

b) Gilt nach Definition.

¢) (%)3 2 a5 =a" T BT (_i) (9)3<§)3 -

™

——
{1}, [w], [«2]} {1}, [w];[w?1}

e ()= (2),(8), @+ (%)= (2),(2),

0 (5, Yoy ()

™

——
{1, [w],[«?]} {1, [w],[«?]}



