Fuchssche Gruppen, WiSe 2014/15

(Prof. Dr. O. Bogopolski)

1 Hyperbolische Geometrie

1.1 Hyperbolische Metrik
Die hyperbolische (oder Lobachevsky) Ebene ist das Paar (H, h), wobei

H:= {z € C|Im(z) > 0}

die “obere” offene Halbebene der komplexen Zahlen und A eine bestimmte Funktion ist
(siehe unten), die jeder C'-Kurve ~ in H eine nichtnegative reelle Zahl h(y) zuordnet.
Sei v : [0,1] — H eine C'-Kurve, d.h. +/(t) existiert fiir alle ¢ € [0,1] und ist stetig.
Wir schreiben
y(t) = x(t) + iy(t), t € ]0,1].
z(t)

Die hyperbolische Léinge von vy wird folgendermaflen definiert:

1 1
\/(ﬂf'(f))2 +(y(1)° 12/(¢)]
hlr) = /0 o) S A TR

Der hyperbolische Abstand zwischen zwei Punkten z, w € H ist

p(zw) i= inf h(7),
wobei v iiber die Menge aller C'-Kurven von z bis w liuft.

Behauptung 1.1.1 Die Funktion p : H x H — R ist eine Metrik auf H, d.h. p erfiillt die
folgenden Axiome:
1) p(z,2z) =0 und p(z,w) > 0 falls z # w,
2) p(z, w) = p(w, Z)?
3) p(z,w) < p(z,¢) + p(C, w).
Beweis. 1) wird im Satz 1.2.7 bewiesen, 3) wird in Folgerung 1.2.9 bewiesen. Wir

beweisen 2). Sei y(t) = z(t) + iy(t), t € [0, 1], eine C*-Kurve von z bis w. Wir definieren
s(t) :=1—t. Dann ist v, (¢) := v(s(t)) = z(s(t)) + y(s(t)), t € [0, 1], eine C'-Kurve von w



bis z. In der folgenden Berechnung benutzen wir die Kettenregel fiir die Differenzierung
und die Substitutionsregel fiir die Integrierung.

h(m) = 1‘(%@)‘ dt = 1wdt— 17,(8(t))‘dt
") = A y1(t) B g y(s(t)) - A y(s(t))

O
1.2 Die Gruppe der Mo6bius-Transformationen
Sei A = (CCL Z) € SLy(C), d.h. a,b,¢,d € C, ad — be = 1. Die Abbildung
Ty:CU{0} — CU{o0}
az+0b
cz+d
heifit mit A assoziierte Mobius-Transformation von C U {oo}. Dabei ist
aco+b  Ja/c, falls ¢ #0 ist,
cco+d oo, falls ¢ =0 ist.
Merken wir an:
TAOTB :TABa TE :Zd, (121)

wobei E die Einheitsmatrix bezeichnet. Die Gruppe
Mf)b(c = {TA | A € SLQ(C)}

beziiglich der Komposition heifit Gruppe der Mébius-Transformationen von CU{oo}. Die

Teilmenge
Mf)b]R = {TA | A € SLQ(R)}

ist eine Untergruppe von Mobc.
Satz 1.2.1 Jede Transformation 7y € M6bg bildet die Menge H homdomorph auf sich ab.
Beweis. Wir bezeichnen w = T4(z). Dann gilt

az+b  (az+b)(cz+d) aclz|” + adz + bez + bd

cz+d lcz 4 dJ? B lez + d|?

Y

w — W z2—Z Im(2)
Tm(w) = - - . 1.2.2
) = T T Sl t R ez + dP (1232
Daraus folgt: Ist Im(z) > 0, dann ist Im(w) > 0. Deshalb bildet Ty die Menge H auf sich.
Die Bijektivitdt von (Ta)m : H — H folgt aus der Formel (Ta)m o (Ta-1)u = idm.
Die Stetigkeit von (7'4);m und von der inversen Abbildung (74-1)y ist offensichtlich. O




Definition 1.2.2 .

1) Durch (Mobg)y wird die Menge der auf H eingeschrénkten Abbildungen aus Mdébg
bezeichnet.

2) Durch Z(G) wird das Zentrum der Gruppe G bezeichnet. Es gilt:
r 0 10
z@L®) = {(§ ) Ire RV Z6LE) = (g |

3) Die Gruppen
PGLy(R) := GLy(R)/Z(GL2(R)) und PSLy(R) := SLy(R)/Z(SLy(R)).
heiflen projektive allgemeine lineare Gruppe und projektive spezielle lineare Gruppe.
Satz 1.2.3 (Mé&bg)m = PSLy(R).

Beweis. Die Abbildung
A — (TA)UH[
CL . . . 10 .
ist ein Epimorphismus mit Ker¢ = {+ (0 1) }. Deswegen gilt

O

Satz 1.2.4 Die Transformationen aus (Mébg)jm erhalten die hyperbolischen Léngen der
Cl-Kurven in H.

Beweis. Sei
T:-H — H,

az+b
}_>
cz+d

eine Transformation aus (M&bg)m mit

(‘CL Z) € SLy(R).

Sei z(t) = x(t)+iy(t) eine differenzierbare Kurve in H. Wir betrachten w(t) := T'(2(1)).
Nun beweisen wir h(w) = h(z):

oy — ! w’(t)‘ o ! T/(z(t)).z’(t)) B o)
O ) T ) Wm@Geo) -
Dabei gilt
e T — a(cz +d) —claz +b) 1
N
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Wir substituieren das in die Formel (1.2.2). Dann gilt

| - Im(T'(2))
Mit Hilfe der Formel (1.2.3) bekommen wir
1 /
h(w) = i (t)‘ dt = h(z)
ARTIED)
O

Definition 1.2.5 a) Sei I, der offene euklidsche Strahl in H, der im Punkt der reellen
Achse mit der z-Koordinate r startet und senkrecht zur Achse lauft.

b) Sei K, ,, der offene euklidsche Halbkreis in H, dessen Endpunkte auf der reellen
Achse liegen und die z-Koordinaten r und ry haben (1 < ry).

Diese Strahlen und Halbkreise heilen Geoddten in H.

c¢) Fiir je zwei verschiedene Punkte 21, zo in H definieren wir eine Kurve [z1, 25] in H
mit Anfang z; und Ende zs:

Fall 1. Re(z1) = Re(zz).

Dann existiert ein eindeutiger Strahl I, der 2y, zo enthélt. Sei [z, 25] das Segment
dieses Strahls von z; bis 2.

Fall 2. Re(z1) # Re(zz).

Dann existiert ein eindeutiger euklidscher Halbkreis K, ,,, der zi, 2o enthilt. Sei
[21, 22] der Bogen dieses Halbkreises von z; bis zs.

In beiden Félle heift [z1, 22] geoddtes Segment von z; bis zs.

Lemma 1.2.6 .

a) Es existiert eine Transformation aus Mobg, die I, auf I abbildet.

b) Es existiert eine Transformation aus Mobg, die K(r1,79) auf Iy abbildet.

Satz 1.2.7 Seien z; und 2z, zwei verschiedene Punkte in H und sei v eine beliebige C-
Kurve in H von z; bis z,. Dann gilt:

1) h(y) = h([z1, 2]) > 0;
2) h(vy) = h([z1, 22]) gilt genau dann, wenn v = 21, 25 gilt.

Beweis. 1) Nach Lemma 1.2.6 und Satz 1.2.4, kann man annehmen, dass z; = ia und
29 = ib (b > 0) gilt. Mit der Bezeichnung ~(t) = x(t) + iy(t) erhalten wir

1 1 1
Vo) + () v ) vt N Im(e)
h(v) = /0 0 dt > 0 dt > ‘ [ o dt‘ = ’ln(y(t))(l)‘ = ‘ln Im(zj)
4

‘zln

b
a



Jetzt beweisen wir, dass

b
h =In—
([z1,22]) = In 4
gilt. Dafiir parametrisieren wir das Segment v; = [21, 25] wie folgt: 1 (¢) = i(a +t(b—a)),

t € [0,1]. Dann haben wir

e " b—a
h(’yl)[ Tn(1(1)) dt = [mdtln(a+t(ba))

Die Behauptung 1) ist bewiesen; 2) folgt aus dem Beweis von 1). O

:lnb—lnazlné.
a

O—r

Bemerkung 1.2.8 Sei «y eine C'-Kurve in H von 2; bis 2. Dann gilt

) > ‘ln im(»’&)

m(z;) I

Insbesondere gilt
Im(22 )

Im(z)

p(z1,29) > ‘hl

Folgerung 1.2.9 .

1) Fiir je zwei Punkte 21, z5 in H gilt
p(z1, 22) = h([z1, 22]).

2) Fir a,b € R, a < b, gilt

b
a,ib) =In—.
plia,ib) =In~

3) Fiir je drei Punkte zq, 29, z3 in H gilt
p(21,23) < p(21, 22) + p(22, 23).
Die Gleichung gilt genau dann, wenn zy € [z, 23] ist.

Beweis.
1) folgt aus dem Satz 1.2.7. Die Behauptung 2) wurde im Beweis des Satzes 1.2.7 bewiesen.
3) O.B.d.A, z; =ia, z3 =ib (b > a). Dann gilt
Im (23)

Im(z9) Im(z3)

Im(z;) i Im(29) Im(z) a

Im
p(z1, 20)+p(2e, 23) = ’hll ‘ > In



1.3 Einige Formeln fiir die hyperbolische Metrik p auf H

Definition 1.3.1 Die Menge C:= CU{ oo} heiBt Riemansche Sphere. Das Doppelverhilt-
nis von vier verschiedenen Punkten zq, 29, 23, 24 € C ist

(21 — 22)(23 — 24)
(22 — 23) (21 — 21)

(21, 22; 23, 24) =

Lemma 1.3.2 Es gilt SLy(R) = ({A,, B, |r € R}) = ({A, |r € R} U{C}), wobei
1 r 10 0 -1
vept) e e ()

Folgerung 1.3.3 Es gilt Mobg = ({¢, | r € R} U {¢}), wobei

1st.

Or: Z—> 2z,
1

v oz ——
z
ist.
Bemerkung 1.3.4 Es gibt noch einige niitzliche Abbildungen aus M&bg:
O z—kz (keRy).
Satz 1.3.5 Das Doppelverhéltnis ist Mobg-invariant.
Beweis. Der Beweis erfolgt mit Hilfe der Folgerung 1.3.3. O

Satz 1.3.6 Seien z,w zwei verschiedene Punkte in H. Seien z* und w* die Enden der
Geodite, die durch z und w lauft. Wir nehmen an, dass die Reihenfolge der vier Punkte
in der Geodéte z*, z, w, w* ist (siehe Fig.1). Dann gilt:

p(z,w) = In(w, z*; 2z, w").

°* W' =00
w
z KN
z
2z pE w*

Fig. 1.



Beweis. Nach Lemma 1.2.6 existiert ein 7' € M6bg, das die Geodate auf die imaginére
Achse abbildet. Mit Hilfe von Abbildungen 6, und v und mit Hilfe des Satzes 1.3.5, kénnen
wir annehmen, dass 7'(2*) = 0, T'(w*) = oo gilt. Dann gilt 7'(z) = ia und T'(w) = b fiir
einige 0 < a < b. Nach Folgerung 1.2.9 gilt

b

plz,w) = p(T'(2), T(w)) = plia, ib) =1In .

Es gilt auch

(1, 2,07) = (T(w), T(") T(2), T(w)) = (b, 0:ia, 00) = o= 20)

Definition 1.3.7 Wir definieren die folgenden drei Funktionen aus R nach R:

el + et

ch(t): = 5 (hyperbolischer Cosinus),
et — ot

sh(t) : = 5 (hyperbolischer Sinus),
h(t f—e

th(t) : = sh(?) S (hyperbolischer Tangens)

ch(t) et+et
Satz 1.3.8 Fiir je zwei Punkte z,w € H gilt:

|z —w|+ |z —w|

(1) pz,w) =1In 2 —w|— |z — w|’
(2) chp(z,w) =1+ 2T (2 T hf(;) ;Un|1(w);
@) sh|lpw)] = wl
atietd 2 (Im(2) Im(w))/?’
r1 B |z — _
@) |3 pE 0| = ) () 7
o o liren] -2

Beweis. Man kann direkt zeigen, dass diese Gleichungen &dquivalent sind. Deswegen
geniigt es, die Gleichung (3) zu beweisen.

Nach Satz 1.2.4 ist die linke Seite von (3) Mobg-invariant. Mit Hilfe der Folgerung 1.3.3
tiberpriifen wir, dass die rechte Seite von (3) auch Mobg-invariant ist. Die rechte Seite
von (3) ist offensichtlich ¢,-invariant. Wir iiberpriifen, dass sie ¢-invariant ist:

[9(2) — W(w)] _ = -3 = -3 _ |z —wl
2 (Im (¢ (2)) Im(¢(w)))1/2 2(1m(_1>1m<_1))”2 2 (12t )1/2 2 (Im(2) Im(w)) /2

w EN

N
—
3
=]

=
S

S

Deswegen, nach der Anwendung eines passenden T' € Mobg, konnen wir annehmen, dass
z =ia,w =ib (a < b) ist. Mit der Formel p(ia,ib) = In 2 ist (3) leicht zu iiberpriifen. O
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1.4 Isometrien von H

Definition 1.4.1 Eine Abbildung f : H — H heit Isometrie, falls p(f(z1), f(22)) =
p(z1, z2) fiir alle 21, 2o € H gilt.

Die Menge aller Isometrien der hyperbolischen Ebene H bildet eine Gruppe.! Diese
Gruppe wird mit Isom(H) bezeichnet.

Lemma 1.4.2 1) Es gilt (Mébg)g < Isom(H).
2) Isometrien bilden Geodéten auf Geodéten ab.

Beweis. 1) folgt aus dem Satz 1.2.4. Wir beweisen 2). Sei ¢ € Isom(H). Mit Hilfe des
Satzes 1.2.9 haben wir
29 € [21,23] € p(z1,23) = p(21, 22) + p(29, 23)
& plo(21), p(23)) = plw(z1), p(22)) + p(p(22), 0(23))
& p(22) € [p(21), (23)]-

Dann folgt die Behauptung 2) aus dem Fakt, dass Geodéten Vereinigungen von geodéten
Segmenten sind. O

Satz 1.4.3 Wir betrachten die Abbldung n : H — H, z — —Zz. Es gilt

Isom(H) = ((M6bg)m,n)
>~ PSLy(R) % Zs.

Beweis. Wir beweisen Isom(H) < ((M6bg)m,n). Sei ¢ € Isom(H). Dann bildet ¢
Geodéaten auf Geodéten ab. Sei I := {ir|r > 0}. Dann ist (/) eine Geodéte. Nach
Lemma 1.2.6 existiert ein 7" € (M6bg ), so dass T o ¢(/) = I ist. Dank der Abbildungen
z kz (k> 0) und z — —2 kann man annehmen, dass T o ¢ den Punkt ¢ fixiert und
die Achsen (0,i] und [i, 00) auf sich abbildet. Daraus folgt, dass die Isometrie T o ¢ alle
Punkte auf [ fixiert. Sei z = x +iy € H und sei T op(z) = u+iv. Dann gilt fiir alle ¢ > 0:

p(x +iy,it) = p(T o p(2),T o p(it)) = p(u + v, it).

Nach Satz 1.3.8 (3) folgt
4 (y—t)?  u+(v—t)?
ty N tv '

Daraus folgt v = y und x = du. Also gilt T'op(z) € {z, —z}. Da jede Isometrie stetig ist,
ist T" o ¢ entweder trivial oder 7. O

1Das wird aber klar nur nach Satz 1.4.3.



1.5 Hyperbolischer Flicheninhalt

Definition 1.5.1 Sei A eine offene Menge in H. Der hyperbolische Flicheninhalt von A
wird mit folgender Formel definiert:

dx dy
u(A) = / 7
) )

In dem Integral soll A als eine Teilmenge von R? betrachtet werden.

Bemerkung 1.5.2 (Transformationsformel)
e Sei A eine offene Menge in R2.

e Sei ¢ : A — R? eine injektive differenzierbare Funktion mit stetigen partiellen
Ableitungen. Wir schreiben ¢ = (1, ¢2) mit ¢; : A — R und benutzen Jacobian
von (:

ox oy

Op2  Opa

9p1 Qﬂ)
ox dy

J(p) = det <

e Sei f: p(A) — R eine stetige Funktion. Dann ist die Funktion f auf ¢(A) integrier-
bar genau dann wenn die Funktion (f o ¢) - |J (g0)| auf A integrierbar ist. In diesem
Fall gilt

/p(A)f<I,y) dx dy = /A(fOSO)(iU,y) . ‘J(gp)(m,y)‘dmdy.

Satz 1.5.3 Fiir alle offene Teilmengen A C H und alle 7" € (Mébg )i gilt

Beweis. Sei
_az+ b

T(z) —

() cz+d
Wir schreiben z = x + iy. Dann existieren Funktionen w,v mit 7'(2) = u(x,y) + v (z,y).
Da T komplex-differenzierbar (holomorph) ist, gelten die Cauchy-Riemann-Gleichungen

(a,b,c,d € R, ad — bc = 1),

o _ o
oxr oy’
Ou  _ v
oy Oz

Mit Hilfe dieser Gleichungen berechnen wir das Jacobian der Abbildung

¢ (z,y) = (u(z,y),v(z,9)).

ou  du
nomaa(G &)= G G -1G )l -l - b



Dann gilt?

M(T(A))/T(A)%LW.J(T)dxdy

(1.2.2) lez +d|* 1
2 : du dy = p(A).
/A(Im(z))2 oz ap T = 1)

1.6 Winkel in H

Definition 1.6.1 Seien v, : [¢1,di] — H und 75 : [co,ds] — H zwei injektive diffrenzier-
bare Kurven in H, die durch einen gemeisamen Punkt z laufen. Der hyperbolische Winkel
zwischen ~; und 7, in z ist der euklidische Winkel zwischen den Tangenten (; und (> zu
diesen Kurven im Punkt z:

L1723 2) = Ze(Cr, Go5 2).

Satz 1.6.2 Die Transformationen aus T € (M6bg)jm sind konform, d.h. sie sind orientie-
rungserhaltend und sie erhalten die Winkel zwischen C'-Kurven:

(T (), T(72);T(2) = Z(71,72; 2)-

1.7 Gauf3-Bonnet Formel

Ein hyperbolisches n-Eck in H ist eine abgeschlossene Menge, die von n hyperbolischen
Segmenten der Form [z, w] begrenzt ist. Man betrachtet auch hyperbolische n-Ecke in der
Erweiterung H := HU R U {oc0}.

Satz 1.7.1 (GauB-Bonnet) Sei A ein hyperbolisches Dreieck in H mit den Winkeln o, 3, 7.
Dann gilt
WA =7 —a—f—n.

Beweis. Sei A = ABC.

Fall 1. Sei A, B € Hund C € RU {o0}.

Da die Mobiustransformationen die Fldcheninhalte und Winkel erhalten, kann ange-
nommen werden, dass C' = oo ist.

Dann leigt die Seite AB auf einem Halbkreis K, ,,. Es kann angenommen werden,
dass 0 das Zentrum von K, ,, ist. Sei R Radius dieses Halbkreises. Die Seiten AC' und
BC sind vertikale Strahlen. Seien a und b die z-Koordinaten dieser Strahlen. Dann gilt

dxdy dy
R2 Z' m

°In dem Fall ist f : —2 und @ :
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Nach Substitution z = R cos 8 erhalten wir

B
—sin 6 df

Fall 2. Sei A, B,C € H.
Fall 3. Sei A € Hund B,C € RU {oc0}.
Fall 4. Sei A, B,C € RU {oc}.

Diese Fale konnen zu Fall 1 reduziert werden. O

1.8 Hyperbolische Trigonometrie

Satz 1.8.1 Sei A ein geodites Dreieck mit endlichen hyperbolischen Léngen der Seiten
a, b, c und gegeniiberliegenden Winkeln «, 3, ~, die ungleich Null sind. Dann gilt:

sha shb she
(1) = =

sina  sinf  siny

(Sinussatz)

(2) chec=chachb—shashb cosy. (Erster Cosinussatz)

cos @ cos 3 + cos 7y

(3) che= (Zweiter Cosinussatz)

sin « sin 3

Satz 1.8.2 Wenn zwei Dreicke in H gleiche Winkel haben, dann existiert eine Isometrie,
die ein Dreieck nach dem andren abbildet.

Satz 1.8.3 (Pythagoras Satz fiir H) Ist v = 7, dann gilt

chec=chachb.

11



2 Fuchssche Gruppen
2.1 Klassifikation von Elementen aus PSLy(R)

Definition 2.1.1 Sei A = (CCL b) ein Element der Gruppe SLy(R), A # +FE. Die Zahl

d
Tr(A) :==a+c

heifit Spur von A.
o A heifit elliptisch, falls |Tr(A)| < 2 ist.
e A heilt parabolisch, falls |Tr(A)| = 2 ist.
o A heilt hyperbolisch, falls |Tr(A)| > 2 ist.

Ein Element aus PSLy(R) heifit elliptisch, parabolisch, oder hyperbolisch, falls sein
beliebiges Urbild in SLy(R) so ist.

Lemma 2.1.2 Fiir jede Matrix A = (CCL b) aus SLo(R) mit A # +F gilt:

d

1) A ist hyperbolisch genau dann, wenn A zwei verschiedene reelle Eigenwerte hat. In
diesem Fall ist A zur Matrix der Form

A0
(0 1/)\), AE R N#+1,

in SLy(R) konjugiert.

2) A ist parabolisch genau dann, wenn A ein Eigenwert A € {—1, 1} der Vielfachheit 2
hat. In diesem Fall ist A der Matrix der Form

11
“01)

3) A ist elliptisch genau dann, wenn A zwei komplex-konjugierte Eigenwerte aus C\ R
hat. In diesem Fall ist A der Matrix der Form

cosf sind
—sinf cosf)’

in SLy(R) konjugiert, wobei 6 € (0, 7) U (, 27) ist.

in SLy(R) konjugiert.

b
d

Definition 2.1.3 Das Element A = [CCL cotd

] € PSLy(R) operiert auf H durch z ~» 2£8,
Seine Fixpunktmenge in H ist

az+b
cz+d

Fix(A) ={z € H|z= }.

Auch operiert A auf der kompaktifizierten hyperbolischen Ebene H := HU (RU{o0}).
Seine Fixpunktmenge in H werden mit Fix(A) bezeichnet.

12



Satz 2.1.4 Sei A € PSLy(R). Dann gilt:

1) Ist A hyperbolisch, dann besteht lfgc(A) aus zwei Punkten. Sie liegen in R U {oo}.
Einer der Fixpunkte ist abstofiend, der andere ist anziehend.

2) Ist A parabolisch, dann besteht 155((14) aus einem Punkt. Der liegt in R U {oo}.

3) Ist A elliptisch, dann besteht I*:Bc(A) aus aus einem Punkt. Der liegt in H.

Definition 2.1.5 Sei A € PSLy(R) hyperbolisch. Die Geodéte in H, die die zwei Fix-
punkte von A verbindet, heifit Achse von A und wird mit Achse(A) bezeichnet.

Bemerkung 2.1.6 Sei A € PSLy(R) hyperbolisch. Da Mobiustransformationen Geodéten
auf Geodéten abbilden (siehe Satz 1.4.2), und da nur eine Geodéte durch zwei gegebene
Punkte lauft, bildet A die Achse(A) auf sich ab:

A(Achse(A)) = Achse(A).

Bemerkung 2.1.7 Die Fixpunkte ermoglichen, Operierungen der hyperbolischen, ellip-
tischen und parabolischen Transformationen qualitativ zu beschreiben.

a b

d
c = 0 ist. Wenn es so ist, dann hat die entsprechende Transformation ¢4 : C — C die
Form z — a*z + ba. Dabei gilt:

Bemerkung 2.1.8 Das Element A = € PSLy(R) fixiert co genau dann, wenn

e Ist a = £1, dann ist A parabolisch.

b
e Ist a # £1, dann ist A hyperbolisch mit Fix(A) = {oo, 1_a2}
—a

Abschnitte 2.2 und 2.3 enthalten notwendige Informationen iiber
topologische Ridume und topologische Gruppen.

2.2 Topologische Riume

Definition 2.2.1 (Topologie, topologischer Raum, offene und abgeschlossene Mengen)
Sei X eine Menge. Eine Topologie auf X ist eine Menge ¥ von Teilmengen von X (jede
solche Teilmenge heifit offene Menge in X), die folgende Axiome erfiillt:

(1) Die leere Menge @ und X sind offen.
(2) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist eine offene Menge.
(3) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist eine offene Menge.

Eine Menge X zusammen mit einer Topologie T auf X heiflt topologischer Raum
(X,%). Man schreibt kurz X, wenn man ¥ nicht beschreiben mochte. Eine Teilmenge U
von X heiit abgeschlossen, falls X \ U offen ist.
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Definition 2.2.2 (Basis einer Topologie)

Ein System B von Teilmengen eines topologischen Raumes (X, %) heiBt Basis der
Topologie, wenn folgendes gilt:

(1) Jede Menge aus B ist offen bez. ¥ (mit anderen Worten gilt B C ).

(2) Jede offene Menge von X bez. ¥ ist Vereinigung einiger Mengen aus B.

Definition 2.2.3 (Umgebung)
Sei (X, %) ein topologischer Raum und sei z € X. Eine Teilmenge U von X heifit
Umgebung von x, wenn eine offene Menge O mit x € O C U existiert.

Definition 2.2.4 (stetige Abbildung)
Seien (X1,%,) und (X, %,) zwei topologische Rdume. Eine Abbildung f : X; — X5
heifit stetig, wenn fiir jede offene Menge U in X5 ihr Urbild f~(U) offen in X ist.

Definition 2.2.5 (induzierte Topologie und Faktortopologie)

(1) Sei (X, %) ein topologischer Raum und sei Y eine Teilmenge von X. Wir definie-
ren auf Y induzierte Topologie Ty so: Eine Teilmenge S C Y wird als offen in Y
deklariert, wenn eine offene Menge O in X mit S = O NY existiert.

(2) Sei (X,%) ein topologischer Raum und sei Y eine Menge. Sei f : X — Y eine
Abbildung. Wir definieren auf Y die Faktortopologie so: Eine Teilmenge U C Y
wird als offen in Y deklariert genau dann, wenn f~!(U) offen in X ist.

Merken wir an: wenn Y die Faktortopologie besitzt, dann wird f : X — Y stetig. Die
Faktortopologie auf Y ist die grébste Topologie auf Y, fiir die f stetig ist.

Definition 2.2.6 (diskreter Raum und diskrete Teilmenge)
(1) Ein topologischer Raum X mit der Topologie T heifit diskret, falls eine von zwei
aquivalenten Aussagen gilt:
(a) fur jeden Punkt z € X ist die Menge {z} offen.
(b) Jede Teilmenge von X ist offen.
(2) Eine Teilmenge X eines topologischen Raums Y heifit diskret, wenn X mit der

induzierten Topologie diskret ist. Das ist dquivalent dazu, dass es zu jedem Punkt
z € X eine offene Menge O, in Y gibt, so dass O, N X = {z} ist.

Definition 2.2.7 (Hausdorff-Raum) Ein topologischer Raum (X, %) heift Hausdorff-
Raum, wenn fiir je zwei verschiedene Punkte x; und z5 in X offene Mengen O; und
O, existieren, fiir die folgendes gilt:

1'1601, IEQGOQ und Olﬂ(%:@.

Definition 2.2.8 (Erstes Abziahlbarkeitsaxiom) Ein topologischer Raum (X, %) erfiillt
das erste Abzdhlbarkeitsaxiom (ist erstabzdhlbar), wenn folgendes gilt:

Fiir jeden Punkt x € X gibt es eine hochstens abzidhlbare Menge von offenen Mengen
Ui, Us, ... von z, so dass zu jeder Umgebung U von z ein U; mit U; C U existiert.
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Bemerkung 2.2.9 (Stetigkeit und abzéhlbare Folgen)

(1) Sei (X, %) ein topologischer Raum und sei (Y, Ty ) sein Unterraum mit induzierter
Topologie. Dann gilt:
(i) Die identische Abbildung id : Y — X ist stetig.
(i) Ist (X,¥T) erstabzéhlbar, dann ist (Y, Ty ) auch erstabzdhlbar.
(iii) Sei (Y )nen eine Folge in Y und sei y € Y. Dann gilt y, — y in (Y, Ty ) genau
dann wenn y,, — y in (X, ) gilt.

(2) Seien (X7,%;) und (X3, Ts) zwei topologische Réume. Sei f : X7 — X5 eine Abbil-
dung. Dann folgt (b) aus (a), wobei gilt:
(a) Die Abbildung f ist stetig.
(b) Fiir jede Folge (z,)neny in X7 und jedes z € X gilt: Ist x, — = in (X3,%T,),
dann ist f(z,) — f(z) in (X2, Ts).
Ist (X, %) erstabzihlbar, dann sind (a) und (b) dquivalent.

Bemerkung 2.2.10 (Kriterium der Diskretheit) Sei (X, %) ein erstabziahlbarer topolo-
gischer Raum. Dann ist der Raum diskret genau dann, wenn fiir jeden Punkt = und jede
Folge (x,,)neny mit x, — x folgendes gilt: z,, = x fiir alle grof} genug n.

Definition 2.2.11 (Kompakte Riume und kompakte Teilmengen)

(1) Ein topologischer Raum (X, ¥) heifit kompakt, wenn fiir jede Uberdeckung X = ‘UIUi
S

mit U; € ¥ eine endliche Teilmenge Iy C [ mit X = UI U; existiert.
1€1p

(2) Eine Teilmenge Y eines topologischen Raums (X, ¥) heifit kompakt, wenn eine der
zwei dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

(a) (Y,%y) ist ein kompakter Raum.

(b) Fiir jede Uberdeckung Y C ’UIUi mit U; € T eine endliche Teilmenge Iy C I
1€

mit Y C U U; existiert.
i€lp

Bemerkung 2.2.12 (Kompaktheit fiir metrische Réume)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir r > 0 und z € X heifit

B (z) :={2' € X |d(z,2") < r}

offene Kugel mit Radius r und Zentrum x. Eine Teilmenge Y in X heifit beschrdnkt, wenn
Y in einer der offenen Kugeln liegt.

Wir definieren Topolgie T auf X so, dass die Menge {B,(z) |z € X,r > 0} Basis von
¢ ist. Dann gilt:

(1) Der topologische Raum (X, ¥) ist Hausdorffsch und erstabzahlbar.

(2) Eine Teilmenge Y in R™ ist kompakt genau dann, wenn Y abgeschlossen und be-
schrankt ist.
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Lemma 2.2.13 Jede diskrete und abgeschlossene Teilmenge M eines kompakten topo-
logischen Raumes X ist endlich.

Beweis. Fiir jedes m € M sei O(m) eine Umgebung von m in X mit O(m)NM = {m}.
Dann ist
X=X\MU(U O(m))
eine Uberlagerung von X mit offenen Mengen. Da X kompakt ist, existiert eine endliche
Teilmenge My C M mit
X=(X\M)u( U O(m)).

me My

Dann gilt
M=(U Om)NnM= U (Om)NM)= M,.

me Mo meMo

Definition 2.2.14 (Produkttopologie)

Seien (X1,%;) und (Xs,%,) zwei topologische Raume. Die Produkttopologie ¥ auf
X1 x X, besteht aus allen moglichen Vereinigungen der Mengen der Form U x V', wobei
Uec% und V € Ty ist.

Bemerkung 2.2.15 Die Produkttopologie ist die grobste Topologie auf X; x Xs, fiir die
die Projektionen pr; : X7 x Xy — Xj und pr, : X; x Xy — X stetig sind.

2.3 Topologische Gruppen

Definition 2.3.1 Eine Gruppe G, die gleichzeitig ein topologischer Raum ist, heifit to-
pologische Gruppe, falls die Abbildungen - : G x G — G, (z,y) = zy und ' : G — G,
x +— x7! stetig sind.

Definition 2.3.2 Eine Untergruppe H einer topologischen Gruppe G heifit diskret in G,
falls H diskret als Teilmenge des topologischen Raums G ist.

Beispiel 2.3.3 Wir betrachten [0, 1] als topologischen Raum mit der Topologie, die von
kanonischer Topologie auf R induziert ist. Der Raum ist Hausdorffsch und kompakt. Die
Teilmenge {|n € N} des topologischen Raumes [0, 1] ist diskret, aber nicht abgeschlos-
sen.

Satz 2.3.4 Jede diskrete Untergruppe H einer Hausdorffschen topologischen Gruppe G
ist abgeschlossen.

Beweis. Sei hy, hs, . .. eine Folge von Elementen aus H, die gegen ein g € G konvergiert.
Wir miissen zeigen, dass g in H liegt.

Es ist klar, dass die Folge hig~!, hog™!,... gegen 1 konvergiert. Dann gilt: Fiir jede
Umgebung U von 1 existiert eine natiirliche Zahl ng = ng(U), so dass h,g~* € U fiir alle
n = ng ist.

Sei V' eine beliebige Umgebung von 1. Dann existiert eine Umgebung U von 1 mit

U-U~' CV (Aufgabe). Dann gilt hyg™' - (hig™ )™t = hyhy ' € V fiir alle k, 1 > ny.
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Da 1 € H ist und H diskret in G ist, existiert eine Umgebung V von 1, so dass
VN H = {1} ist. Dann gilt hyh, ' = 1 fiir alle k, [ > ng. Also gilt hy, = hy fiir alle k, 1 > ny.
Wir bezeichnen dieses Element mit h. Dann ist h € H und die Folge hq, ho, ... konver-
giert gegen h. In jedem Hausdorffschen Raum ist aber der Limes einer Folge eindeutig.
Deswegen gilt g =h € H. O

Folgerung 2.3.5 Jede diskrete Untergruppe H einer Hausdorffschen kompakten topolo-
gischen Gruppe G ist endlich.

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 2.3.4 und Lemma 2.2.13. O
Folgerung 2.3.6 Jede diskrete Untergruppe der orthogonalen Gruppe O(n) ist endlich.

Bemerkung 2.3.7 (Kriterium der Diskretheit einer topologischen Gruppe) Sei G eine
topologische Gruppe mit erstabzéahlbarer Topologie. Dann gilt:

Eine Untergruppe H von G ist diskret in G genau dann, wenn aus h,, — e (wobei
h, € H ist und e das neutrale Element ist) folgt, dass h, = e fiir alle grof§ genug n ist.

2.4 Fuchssche Gruppen

Definition 2.4.1 (Topologie auf PSLy(R))
Wir identifizieren SLy(R) mit einer Teilmenge von R* durch

A= (CCL Z) — (a,b,c,d)
Dadurch werden eine Norm und eine Metrik auf SLy(R) definiert:
I|A]] :== Va2 + b2 + c + d2.
d(A, B) :=||A — Bl|.
Mit dieser Metrik ist SLs(R) ein topologischer Raum. Mit Hilfe des Epimorphismus
¢ : SLy(R) — PSLy(R)

ist Faktortopologie auf PSLy(R) definiert. Die Konvergenz in dieser Topologie wird fol-
gendermaBen ausgedriickt: in PSLy(R) gilt

gn — g
genau dann, wenn Matrizen A, in o ~!(g,) und A in p~!(g) existieren, fiir die
lim || A, — A[| = 0
n—oo
gilt.

Bemerkung 2.4.2 Die topologische Gruppe PSLy(R) ist Hausdorffsch und erstabzihl-
bar.

Definition 2.4.3 (erste Definition der Fuchsschen Gruppen)
Eine Fuchssche Gruppe ist eine diskrete Untergruppe von PSLy(R).

Da PSLy(R) erstabzéhlbar ist, ist diese Definition der folgenden dquivalent.

Definition 2.4.4 (zweite Definition der Fuchsschen Gruppen)
Eine Untergruppe G < PSLy(R) heifit Fuchssche Gruppe, falls aus g, — e (wobei
gn € G ist und e das neutrale Element ist) folgt, dass g, = e fiir alle grof genug n gilt.
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2.5 Total unzusammenhingende Operierungen von Gruppen

Sei X ein metrischer Raum und sei G' < Isom(X).

Definition 2.5.1 G operiert total unzusammenhdngend auf X (abkiirzt TUH), falls fur
jeden Punkt x € X eine Umgebung V' von x existiert, so dass

g(V)NV #( fiir nur endlich viele g € G gilt. (2.2.1)

Lemma 2.5.2 G operiert total unzusammenhéngend auf X genau dann, wenn folgende
zwei Bedingungen erfiillt sind:

(1) fiir jedes z € X besitzt der Orbit G(z) keinen Haufungspunkt® in X;

(2) fiir jedes z € X ist der Stabilisator G, := {g € G| g(z) = z} endlich.

Beweis. | (1) &(2) = (TUH):

Sei z € X. Aus (1) folgt: Es existiert ein £ > 0 mit
O(z)NG(x) = {x}.

Wir behaupten, dass V' := O,/(x) die Bedingung (2.2.1) erfiillt. In der Tat, fir g € G
mit

9(Ocpa(2)) N Ocpa(x) # 0 (2.2.2)
gilt dist(x, g(z)) < € und somit gilt

g(x) € O(x) N G(x) = {z}.

Deswegen gilt g € G,.. Nach (2) ist G, endlich. So existieren nur endlich viele g, die (2.2.2)
erfilllen und wir haben (TUH) bewiesen.

(2) =(TUH) |ist offensichtlich.
(1) =(TUH):

Aus (1) folgt: Es existiert z € X, so dass G(z) einen Haufungspunkt y hat. Dann
existieren verschiedene g; € G, i € N, mit g;(z) € O1/:(y) \ {y}. Insbesondere gilt

9 (O1i(y) N g5 (O1/5(y)) # 0
fiir alle ¢, 7. Fiir j > ¢ gilt

9i9: " (O1/i(y)) N Oyi(y) # 0.

Sei € > 0. Wir nehmen iqg € N mit 1/iy < e. Dann gilt

9595, (Oc(y)) N Oc(y) # 0.

fir alle j > 4. Daraus folgt "(TUH). a

3Sei X ein topologischer Raum und sei S C X eine Teilmenge. Ein Punkt y € X heit Haufungspunkt
der Menge S, falls jede Umgebung V' von y einen Punkt aus S\ {y} besitzt.
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Lemma 2.5.3 Sei 2y € H und sei K eine kompakte Teilmenge von H. Dann ist die Menge
M = {T S SLQ(R) |T(Zo> € K}
kompakt.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass M (als Teilmenge von R*) abgeschlossen und be-
schriankt ist. Wir betrachten die Abbildung

w : SLQ(R) — H,
Dann gilt
M ={T € SLy(R) |(T) € K} = ¢~} (K).
Da ) stetig ist und K abgeschlossen ist, ist auch M abgeschlossen.

Jetzt beweisen wir, dass M beschrdnkt ist:

a) Da K beschréinkt ist, existiert eine Konstante C; > 0, so dass |z| < C fiir alle

z € K gilt. Dann gilt
azo+b

CZ(]"i‘d

<O (2.2.3)

fir alle T = (a b) aus M.
c d

b) Da K beschriankt ist, existiert eine Konstante Cy, so dass

azo+ b
tm(207) >
m pE—— Cs

ist. Nach (1.2.2) gilt

Im(z)
———— > (.
lczo + d|? ?
Daraus folgt
Im(zp)
lezo +d] < 4| —2. (2.2.4)
Co
Daraus und aus (2.2.3) folgt
I
laz0 + 0] < Cyy | 2lZ0) (2.2.5)
Cs
Aus (2.2.4) und (2.2.5) folgt, dass a, b, ¢, d beschrankt sind. O
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Satz 2.5.4 Eine Untergruppe G von PSLy(R) ist Fuchssch genau dann, wenn sie total
unzusammenhéangend auf H operiert.

Beweis. Angesichts des kanonischen Epimorphismus v : SLy(R) — PSLy(R) gilt:

e G ist diskret in PSLy(R) genau dann, wenn ¢~ !(G) diskret in SLy(R) ist.

e G operiert total unzusammenhéngend auf H genau dann, wenn 1! (G) total unzu-
sammenhédngend auf H operiert.

Deswegen geniigt es, die folgende Behauptung zu beweisen:
Fine Untergruppe G von SLy(R) ist diskret genau dann, wenn sie total unzusam-
menhdngend auf H operiert.

1) Sei G diskret in SLo(R). Angenommen, dass (2.2.1) nicht gilt. Dann existiert 2o € H
und eine e-Umgebung V := O.(z), so dass fiir

Go:={g€Glg(V)NV # 0}

|Go| = oo gilt. Wir setzen K := Oa(29). Dann gilt g(z) € K fiir alle g € Gy. Deswegen
gilt

e Die Menge {g € SLy(R) | g(20) € K} ist kompakt (siche Lemma 2.5.3).

e Da G diskret in SLy(R) ist, ist G abgeschlossen (siehe Lemma 2.3.4).

e Der Schnitt einer kompakten Menge und einer diskreten und abgschlossenen Menge
ist endlich (siehe Lemma 2.2.13).

Also ist G endlich. Ein Widerspruch.

2) Sei G nicht diskret in SLy(R). Dann existiert eine unendliche Folge (gx)ren von
verschiedenen und nichttrivialen Elementen aus GG, so dass gy — e ist. Jedes Element aus
SLy(R) fixiert maximal einen Punkt in H. Sei zy € H ein Punkt, der von keinem g, fixiert
ist. Dann gilt:

® gi(20) # 2o fur alle k,
o gk(Z()) — 20-

Dann ist zp ein Haufungspunkt von G(zp). Nach Lemma 2.5.2 operiert G nicht total
unzusammenhéangend auf H. O

Folgerung 2.5.5 (Kriterium fir Fuchssche Gruppen) Eine Untergruppe G < PSLy(R)
ist Fuchssch genau dann, wenn fiir jeden Punkt z € H sein Orbit G(z) keinen Haufungs-
punkt in H hat.

Beweis. (=) folgt aus dem Satz 2.5.4 und dem Lemma 2.5.2.

(<) Nehmen wir an, dass G nicht diskret ist. Wie im Beweis des Satzes 2.5.4 kann
man eine Folge (gx(20))ren konstruieren, fiir die gilt:

® gk(z(]) # 20 fir alle ]{7,

° gk(Z()) — 20-
Dann hat der Orbit G(zp) einen Haufungspunkt. O
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Definition 2.5.6 Sei G < PSLy(R) eine Fuchssche Gruppe. Die Menge aller Haufungs-
punkte aller Orbits G(z), z € H, heiit Limesmenge der Gruppe G und wird mit A(G)
bezeichnet. Kurz:

Lemma 2.5.7 Sei G eine Fuchssche Gruppe. Dann gelten:
(1) MG) € RU{oo},
(2) G(AG)) = AG).

Beweis. (1) folgt aus Folgerung 2.5.5, (2) aus der Definition. O
Beispiele.
1) Fiir G = (A) mit A — B 192} gilt A(G) = {0, 00},

2) Fir G = PSLy(Z) gilt A(G) = RU {oo}. Das ist eine schwere Aufgabe.

Folgerung 2.5.8 Fiir jede Fuchssche Gruppe G hat die Menge der Fixpunkte ihrer
elliptischen Elemente keinen Haufungspunkt in H. Mit anderen Worten hat die Menge

{z € H|g(z) = z fiir einen nichttrivialen g € G}
keinen Haufungspunkt in H.

Beweis. Der Beweis folgt leicht aus Satz 2.5.4 und Definition 2.5.1. O

2.6 Algebraische Eigenschaften der Fuchsschen Gruppen
Sei GG eine Gruppe und sei g € G. Der Zentralisator von ¢g in GG ist die Untergruppe

Calg) = {h € G|hg = gh}
Lemma 2.6.1 Seien 7', S zwei nichttrivialen Elemente in Mébg. Ist T'S = ST, dann ist
S(@(T)) — Fix(7).
Satz 2.6.2 Seien T, .S zwei nichttrivialen Elemente in M6bg. Dann glilt
TS = ST < Fix(T) = Fix(9).

Folgerung 2.6.3 Zentralisator in M6bg eines hyperbolischen, parabolischen, elliptischen
Elements besteht aus id und allen hyperbolischen, parabolischen, elliptischen Elementen
(entsprechend), die gleiche Fixpuktmenge haben.

Folgerung 2.6.4 Zwei hyperbolische Elemente kommutieren genau dann, wenn sie die

gleiche Achse haben.

Satz 2.6.5 Sei GG eine Fuchssche Gruppe. Wenn alle nichttrivialen Elemente von G gleiche
Fixpunkte haben, dann ist G zyklisch.
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Satz 2.6.6 Jede abelsche Fuchssche Gruppe ist zyklisch.
Folgerung 2.6.7 Keine Fuchssche Gruppe ist der Gruppe Z x Z isomorph.

Definition 2.6.8 Sei G eine Gruppe und sei H < G ihre Untergruppe. Der Normalisator
von H in G ist die Untergruppe

Ne(H) :={g9€G|gHg ' = H}.

Satz 2.6.9 Sei G eine Fuchssche Gruppe. Ist G nicht abelsch, dann ist Npgp,®)(G) auch
Fuchssch.

2.7 Elementare Fuchssche Gruppen
Definition 2.7.1 Eine Untergruppe G < PSLs(R) heifit elementar, wenn ein endlicher
G-Orbit in H := HU (R U {oo}) existiert.

Bemerkung 2.7.2 H und RU {co} sind PSLy(R)-invariant. Deswegen liegt der G-Orbit
eines Punktes z € H entweder in H oder in R U {o0}.

Satz 2.7.3 Sei GG eine Untergruppe in PSLy(R), so dass alle nichttrivialen Elemente von
G elliptisch sind. Dann haben alle Elemente von G einen gemeinsamen Fixpunkt in H.
Insbesondere G ist abelsch und elementar.

Beweis. Sei A ein Element in G \ {e}. Nach einer passenden Konjugation gilt
cosf) —sind
A= (sin@ COSQ)'

Ein beliebiges Element B € G hat die Form
a b
5= (0 4

Tr(ABA™'B™1) = 2adcos?(6) + (a® + b? + ¢ + d?) sin?(#) — 2bc cos?(6)
= 2cos?(0) + (a® + b + 2 + d?) sin*(0)
=2+ (a® +b* + A2 + d* — 2) sin*(0)
=2+ ((a—d)* + (b+c)*)sin*(0) > 2.

mit det(B) = 1. Dann gilt

Deswegen ist der Kommutator [A, B] nicht elliptisch. Also ist [A, B] = 1. Wir haben somit
gezeigt, dass die Fuchssche Gruppe G abelsch ist. Nach Satz 2.6.2 haben alle Elemente
von GG einen gemeinsamen Fixpunkt in H. O

Folgerung 2.7.4 Jede Fuchssche Gruppe, deren nichttriviale Elemente elliptisch sind,
ist eine endliche zyklische Gruppe.

Beweis. Der Beweis folgt aus den Satze 2.6.6 und 2.7.3. O
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Satz 2.7.5 Jede elementare Fuchssche Gruppe G ist entweder zyklisch, oder es existiert
eine reelle Zahl k > 1, so dass G und Hj, := (0, ) konjugiert sind. Hier ist

1
Op : 2 +— kz, Yz ——.
z

Beweis. Sei O ein endlicher Orbit von G in H.

Fall 1.

Sei |O] = 1.

Dann ist O = {a} fiir ein a € F/l\X(G)

Fall 1.1. Sei o € H.

Dann sind alle Elemente von G \ {e} elliptisch. Nach Folgerung 2.7.4 ist G eine
endliche zyklische Gruppe.

Fall 1.2. Sei € RU {o0}.

Dann besitzt G kein elliptisches Element. Dann sind drei Félle zu betrachten:

(a)

G enthélt ein hyperbolisches Element und ein parabolisches Element.

Nach einer passenden Konjugation wird GG das Element g : z — Az mit A > 0
enthalten. Wir haben « € Fix(G) C Fix(g) = {0,00}. Deswegen gilt a = 0
oder a = 0.

Falls o = 0 ist, betrachten wir ¥)Gv ™! statt G (zu Erinnerung: ¢ : 2 — —%)
Wir haben:

° FiX(@ZJG"gZJ_l) = Q/J(FiX(G)) = (o) = {o0}.

o g=vg T €GP

Deswegen konnen wir 0.B.d.A annehmen, dass o = oo ist. Wenn es notig ist,
kénnen wir g nach ¢! ersetzen und 0.B.d.A annehmen, dass A > 1ist. Sei h ein
parabolisches Element aus G. Wegen « € Fix(G) C Fix(h) gilt {oo} = Fix(h).
Dann ist h: 2z — z + b fiir ein b € R. Wir haben

g "hg"(z) = z+ A7"b.

Da A > 0 ist, ist
g "hg" — id,

was der Diskretheit von G widerspricht.
G \ {e} enthilt nur parabolische Elemente.
Dann haben sie nur « als einen Fixpunkt. Aus dem Satz 2.6.5 folgt G = Z.
G \ {e} enthilt nur hyperbolische Elemente.
Wie oben, 0.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass g : z — Az (A # 1) in G liegt
und a = oo ist. Wenn (g) = G ist, dann sind wir fertig.

Wenn (g) # G ist, dann betrachten wir ein h € G\ (g). Wegen « € F/I\X(h) gilt
h:z+w az+bmit a # 0. Wir haben ghg™'h™ : 2 — 2+ (A —1)b. Wenn b # 0
ist, dann ist dieses Element parabolisch, was der Annahme widersprcht. Wenn
b = 0 ist, dann gilt h : z — az. Also haben alle Elemente von G die Form

2 + kz. Dann ist G, bis zur Isomorphie, eine diskrete Untergruppe von R .
Dann ist G = Z.
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Fall 2. Sei |O| = 2, also sei O = {ay, as}.

Fall 2.1. O C H.

Dann enthélt G nur elliptische Elemente. Nach Folgerung 2.7.4 ist GG eine endliche
zyklische Gruppe.

Fall 2.2.

O CRU{o0c}.

Dann besitzt G kein parabolisches Element. (In der Tat: Jedes parabolische Element
hat nur einen endlichen Orbit in RU{oo}. Dieser Orbit besteht aus einem Fixpunkt.)
Wir betrachten drei Fille:

(a)
(b)
()

G\ {e} besitzt nur hyperbolische Elemente. Dann sind oy und «y ihre gemein-
samen Fixpunkte und {a;} ist ein Orbit fir G. Ein Widerspruch.

G\{e} besitzt nur elliptische Elemente. Nach Folgerung 2.7.4 ist GG eine endliche
zyklische Gruppe.

G\ {e} besitzt sowohl elliptische als auch hyperbolische Elemente. Dann haben
elliptische Elemente die Ordnung 2 und permutieren a;, as. Nach einer Kon-
jugation kénnen wir annehmen, dass a; = 0 und a5 = oo ist. Dann haben alle
hyperbolischen Elemente in G die Gestalt

gk 2 — kz k> 0,k # 1.

und alle elliptischen Elemente in G die Gestalt
A
ex:zr———, A>0.
z

Sei Gy die Untergruppe von G, die aus id und allen hyperbolischen Elementen
von GG besteht. Dann hat GGy den Index 2 in (G. Die zweite Nebenklasse besteht
aus elliptischen Elementen. Sei ey eines von diesen. Wir konjugieren G noch
einmal mit

q:z— Vz

1 1

Dann gelten ¢qGoq~" = G und geyg~ = e; = 1. Deswegen gilt fiir die neue G:
G = Gy UyGy.

Da G diskret ist, ist Gy = (gx) fiir ein k > 0, k # 1. Somit ist G = Hj.

Fall 3. Sei |O| = 3.
Dann ist O € R U {oo} und G \ {e} besitzt nur elliptische Elemente. Nach Folge-
rung 2.7.4 ist G eine endliche zyklische Gruppe. O
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2.8

Ungleichung von Jorgensen

Lemma 2.8.1 Seien S,T € PSLy(R). Wir setzen Sy := S, Sy := SyT'S;* und S, =
S, TS fir r > 1. Wenn ein n > 1 mit S, = T existiert, dann ist (S,T) elementar und

Sy =

T.

Bewers. Fiir T' = 1d ist die Behauptung offensichtlich. Sei T # 1d.

Fall 1.

Fall 2.

Sei [Fix(T)| = 1.
Dann ist @((T) = {a} fiir ein a € H. Da S,,1 ~ T ist, gilt auch \151;((57«+1)\ =1
fiir alle r > 0. AuBerdem gilt

Syi108.(a)=5,0T0S 08, (a)=S.(a).

Daraus folgt Fix(S,41) = {S-(c)}. Deshalb gilt:

Ist a € @(STH), dann ist auch o € @((Sr).

Da S, =T ist, gilt ]_5&(3”) = {a}. Daraus folgt o € I*:i\X(SO). Also gilt:
o ac F/i\X<S, T). Deswegen ist (S,T) elementar.
o 15&(51) ={a} = F/B<(T) Daraus folgt S;T = T'S;. Deswegen gilt Sy =T

Sei [Fix(T)| = 2.
Dann ist @{(T) = {a, B} fiir einige o, B € H. Da S, ~ T ist, gilt |P/‘E<(ST+1)| =2
und S, ist hyperbolisch fiir alle r > 0. Auflerdem gilt:

Sry105:({a,8}) = S, 0T o Sr_l 0 S:({a, 8}) = S.({e, B}).
Wie jedes hyperbolische Element besitzt S,1; eine einzige 2-elementige invariante
Menge in H sie besteht aus zwei Fixpunkten von S, ;. Deshalb gilt fiir r» > 0:

Ist {a, B} S,i1-invariant, dann ist {«, f} S,-invariant.
Da S, = T ist, ist {a, 8} S,-invariant. Daraus folgt, dass {a, f} Sp-invariant ist.
Also gilt:
e {«, B} ist eine (S, T)-invariante Menge. Deswegen ist (S,T') elementar.

e Da S] und T zwei hyperbolische Elemente mit gleichen Fixpunktmengen sind, gilt
S1T =TS;. Deswegen gilt So =T

Satz 2.8.2 (Jorgensen-Ungleichung) Seien T',S € PSLy(R), so dass (T, S) eine nicht
elementare Fuchssche Gruppe ist. Dann gilt:

ITe*(T) — 4| + |Te(TST 'S — 2| > 1. (2.8.1)
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Beweis. Wir definieren Sy, S1,... wie im Lemma 2.8.1. Wir werden zeigen: Wenn die
Jorgensen-Ungleichung nicht erfiillt ist, dann wird

S, =T (2.8.2)

fir ein n € N. Nach Lemma 2.8.1 wird dann die Gruppe (S, T') elementar und wir erhalten
einen Widerspruch.

Fall 1. Sei T parabolisch.
Da die Spur beziiglich der Konjugation invariant ist, kénnen wir folgendes annehmen:

11 a b
il B
Angenommen, dass die Ungleichung (2.8.1) nicht stimmt. Dann ist [c| < 1 (siehe
Aufgabe 4 im Ubungsblatt 5). Sei

Aus S,41 =S, 0T oSt folgt
{anﬂ bn+1] B {an bn} ‘ [1 1] ' {dn —bn] B [1 — GpCp a?
Cog1 dppr|  |cn dn] [0 1 —C, a, | | - 1+ ancy
Nach Induktion erhalten wir ¢, 1 = —c*". Da |¢| < 1 ist, ist
cn, — 0.
Dann haben wir |a,| < 1+a,_1| < - - < n+]al. Deswegen gilt |a,c,| < (n+|a])|c[*” — 0.

Daraus folgt
pnt1 =1 —apc, = 1.

Also gilt S,,y1 — T. Da (S, T) diskret ist, wird die Gleichung (2.8.2) fiir grofi genug n
erfiillen.

Fall 2. Sei T' hyperbolisch.
Nach einer passenden Konjugation kénnen wir annehmen:

refp o e 5[]

Wir bezeichnen
po=|Te*(T) — 4| + |Te(TST1S71) — 2|

Angenommen, dass die Ungleichung (2.8.1) nicht stimmt. Dann gilt
12
u=ﬂ+%®@——‘<1 (2.8.3)
u

Aus S, =S, 0T oSt folgt
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and,u — bncn anby, (1 — u)
u

|:an+1 bn+1:| o U
mn dn N ]- nYn
Cnt1 i cndy, (u — —> nd — by
u U
1\ 2
Daraus folgt b, 116,11 = —bncn (1 + bpcy,) (u — —) ) (2.8.4)
U

Behauptung. Es gilt |b,c,| < pu™|bel.

112
Beweis. Wir bezeichnen x,, = b,c, und ¢ = ‘u — —‘ . Aus (2.8.3) und (2.8.4) folgt
u

p=(1+|zo)g < 1 und |zp41| < |zn|(1 + |2n])g. Wir miissen beweisen, dass |z,| < u"|zo|
gilt. Fiir n = 0 gilt das. Induktionsschritt n — n + 1:

|Zasa] < laal - (1 2al)g < p”lwo] - (14 4" |20])g < |20 - (1 + |wol)q = p™* [ol.

(Il
Aus dieser Behauptung und aus p < 1 folgt:

® bpy1Cn1 — 0,

e a,d, =1+b,c, — 1,

1
e a,y1 —uund d g — —.
u
Aus . ) )
n+1 1
=la, (= —u)| = |u(= = )| < p2
1] o (L) = u(d )] <
folgt
bn+1 % bn
untl un
fiir grofl genug n. Daraus folgt
bn
o — — 0,
un
e c,u” — 0 (analog).
Es gilt
b2n
aop ——
TSy, T" = ? u | = T.

02nu2n d2n

Da (S, T) diskret ist, ist TSy, 7" = T fiir alle gro§ genug n. Daraus folgt Sy, = T
fiir alle grofl genug n, also die Formel (2.8.2) ist erfiillt.

Fall 3. T ist elliptisch.
Nach einer passenden Konjugation in PSLy(C) kénnen wir annehmen:

i u 0 _ iy
T—{O 1/u] (u=e€%0<p<m).

Der weitere Beweis lauft wie im Fall 2. O
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Lemma 2.8.3 Jede nicht elementare Untergruppe G < PSLy(R) enthélt unendlich viele
hyperbolische Elemente, dessen Fixpunktmengen disjunkt sind.

Beweis.
Fall 1. G enthilt ein parabolisches Element f. Nach einer passenden Konjugation
konnen wir annehmen, dass f(z) = z + 1 ist. Dann ist Fix(f) = {oo}. Sei g € G ein

beliebiges Element, g(z) = azi— b. Dann ist
cz
. a+nc)z+ (b+nd
1o g(ey = 000z 4 O nd)

cz+d
Folglich ist
Tr(f"og) =a+d+ nc.

Da G nicht elementar ist, existiert ein ¢ € G mit oo ¢ Fix(g). Dann ist ¢ # 0 und es
existiert ein ng, so dass |Tr(f" o g)| > 2 fiir alle n > ng ist. Dann sind f" o ¢ hyperbolisch
fiir alle n > ng. Angenommen, dass fiir einige ny > nq, > ng gilt:

Fix(f™ o g) NFix(f" o g) # 0.

Daraus und aus F/&( f) = {oo} folgt o0 € F/&(g) Ein Widerspruch.

Fall 2. G enthélt kein parabolisches Element.

Wenn G\ {1} nur elliptische Elemente enthélt, dann ist G' elementar (siehe Satz 2.7.3),
was unmoglich ist. Deswegen enthilt G mindestens ein hyperbolisches Element. Sei H die
Menge aller hyperbolischen Elemente in G. Wir betrachten die Menge M = thF ix(h).
Fiir jedes ¢ € G und jedes h € H ist ghg~! hyperbolisch und es gilt @c(ghgfl) = gl*:gc(h)
Deswegen gilt gM = M. Da G nicht elementar ist, ist M unendlich.

Seien hq, hy zwei hyperbolische Elemente aus G. Wiére

[Fix(hy) N Fix(hy)| = 1,

dann wire [hy, hy] parabololisch (siche Aufgabe 3 aus dem Ubungsblatt 4), ein Wider-
spruch. Deswegen gilt . -
|Fix(hy) N Fix(hs)| € {0,2}.

Dann folgt die Aussage aus der Unendlichkeit der Menge M. O

Folgendes Lemma ist leicht zu beweisen und wird als Aufgabe vorgeschlagen.

Lemma 2.8.4 (1) Wenn 7" € PSLy(R) die Ordnung 2 hat, dann ist Tr(7") = 0.

(2) Elliptische Elemente in elementaren unendlichen diskreten Gruppen haben die Ord-
nung 2.
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Satz 2.8.5 Sei GG eine nicht elementare Untergruppe von PSLy(R). Die Gruppe G ist
diskret genau dann, wenn fiir je zwei Elemente S, T € G die Untergruppe (S, T') diskret ist.

Beweis. Jede Untergruppe einer diskreten Gruppe ist diskret. Deswegen miissen wir
nur eine Richtung betrachten. Angenommen, dass fiir je zwei Elemente ST € G die
Gruppe (S, T) diskret ist, aber G selbst nicht diskret ist. Dann existiert eine Folge von
verschiedenen nichttrivialen Elementen 77,75, ..., die gegen Id konvergiert. Dann konver-
gieren ihre Spuren gegen 2. Nach Lemma 2.8.4 konnen wir 0.B.d.A. annehmen:

|Ord(T;,)| # 2 (2.8.5)
Aus T,, — Id folgt:
ITy*(T;,) — 4| + | Te(T,ST,; 'S~ — 2| — 0.

Nach Jorgensen ist dann (S,7),) elementar fiir alle gro genug n. Nach Lemma 2.8.3
enthélt G drei hyperbolische Elemente S7, So, S3 mit

Fix(5;) NFix(S;) = 0 (2.8.6)

fiir i # j. Sei n eine natiirliche Zahl, so dass die Gruppen G; := (S;,T,,) elementar sind.
Dann existieren nichtleere endliche Gj-invariante Teilmengen M; C H fiir i = 1,2,3.
Da S; hyperbolisch ist, ist M; C Fix(S;). Nach (2.8.6) sind M;, My, M; disjunkt. Die
endliche Menge M := M;UMsUMj ist T, -invariant und es gilt | M| > 3. So ist T}, elliptisch
und liegt in ;. Elliptische Elemente in elementaren unendlichen diskreten Gruppen haben

die Ordnung 2 (siehe Lemma 2.8.4). Ein Widerspruch zur Annahme (2.8.5). O
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3 Fundamentalbereich

3.1 Definition und einige Eigenschaften

Definition 3.1.1 Sei X ein metrischer Raum und sei G < Isom(X). Eine Teilmenge
F C X heiit Fundamentalbereich fir G, falls folgende Bedingungen gelten:

(1) F = mt(F).

2) UT(F)=X.
TeG

(3) int(F)NT(int(F)) =0 furalleT € G\ {1}.

Die Familie {T(F) |T € G} heiBt Uberdeckung von X.
Die Menge OF := F'\ int(F) heiit Grenze von F.

Bemerkung.
1) Eine Gruppe kann verschiedene Fundamentalbereiche haben.

2) Wir werden zeigen, dass Fuchssche Gruppen zusammenhéngende konvexe Funda-
mentalbereiche in H haben.

Satz 3.1.2 Sei G < Isom(H) und seien F; und F» zwei Fundamentalbereiche fiir G.
Angenommen? p(F)) < oo und u(0F;) = u(0F;) = 0. Dann gilt u(F)) = u(Fy).

Beweis. Es gilt F1 O F; N (TUGT(intF2)> =
€
Vereinigung disjunkt. Daraus folgt:

TLEJG(Fl N T(thQ)). Nach (3) ist diese

TeG TeG
- T(F) N intF,) > ( T(F) N i F>
2 p(T(F) N intFy) > p( U (T(F) N intF)

2 .

2 (intFy) = p(F).
Symmetrisch erhalten wir pu(Fy) > p(F). O
Bemerkung. Bei diesen Bedingungen héngt p(F') nur von G ab, deshalb schreibt man
w(G) statt p(F).

Lemma 3.1.3 Sei O C H eine offene Teilmenge und sei F' C H ein Fundamentalbereich.
Wenn O N F # () ist, dann ist O Nint F # (.

Satz 3.1.4 Sei G eine diskrete Untergruppe von Isom(H) und sei H < G. Sei F' ein
Fundamentalbereich fiir G und sei G = HTy | |---| | HT,. Dann gilt:

(a) Fy =Ty(F)U---UT,(F) ist ein Fundamentalbereich fiir H.
(b) Ist u(F) < oo und pu(0F) =0, dann ist pu(Fy) =n - u(F).

4Hier ist p der hyperbolische Flicheninhalt.
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Beweis. (a) Wir iiberpriifen die drei Punkte der Definition 3.1.1.

(1) Zuerst zeigen wir, dass F; = int(F7) gilt. Wir haben
int F1 D T\ (int F)U---UT,(int F)
= itk DNt F)U---UT,(intF) =T (F)U... T,(F)=F,.
Da F' abgeschlossen ist, ist F} auch, also gllt
Fi=F DintF D F,.

Daraus folgt F} = int F7.

(2) U h(F) = Ug(F)=X.

(3) Angenommen, dass
int F; NS(int Fy) # 0
fiir ein S € H gilt. Dann ist z = S2’ fiir einige z, 2’ € int F}.
Sei € > 0 so klein, dass die offenen Kugeln B.(z) und B.(2’) in int F; liegen.

B.(?)CF = B.(Z)NT}(F)#0 fiir ein 7T}
S(B.(#)) N ST(F) £ 0

B.(x) N ST(F) # 0

B.(2) N ST(int F) # ()

Fy 0 ST,(int F) # 0

T;(F)N ST;(int F) # 0 fiir ein 7
T;(int F) N ST;(int F) # 0.

FEHED]

w
=
o

Aus der Definition 3.1.1 folgt T; = ST;. Da S € H ist, folgt T, = T; und S = 1.
(b) Nach Definition 3.1.1 (b) gilt
int(T3(F)) 1 int(Ty(F)) = 0
fiir 7 # j. Dann gilt
p(T(F)NT5(F) < pO(Ti(F))) + wO(T5(F))) = 2u(0F) = 0.
Dann gilt®

p(F1) = p(Ti(F) U UTL(F)) = p(Ti(F)) + -+ + p(To(F)) = n - u(F).

SWir benutzen die PSLy(R)-Invarianz von .
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3.2 Dirichlet-Bereich

Definition 3.2.1 Sei G < PSLy(R) eine Fuchssche Gruppe, sei p € H ein Punkt, so dass
Ste(p) = 1 gilt. Der Dirichlet-Bereich von G im Punkt p ist

D,(G) = {= € H|p(z,p) < p(z, T(p)) fiix alle T € G}.
Fir T € G bezeichnen wir

Hy(T) = {z € H| p(z,p) < p(z,T(p))}
und

Ly(T) ={z € H| p(z,p) = p(z,T(p))}-
Dann gilt

TeG\{1}

Lemma 3.2.2 Fiir den Dirichlet-Bereich D,(G) gelten:
(1) D,(G) enthélt eine e-Umgebung von p.
(2) D,(GQ) ist konvex, abgeschlossen, und es gilt D,(G) = int(D,(G)).

Proof. (1) Die Gruppe G ist diskret, deswegen ist der Orbit G(p) diskret. Also existiert

€ > (0 mit
B(p) N G(p) = {p}-
Daraus und aus Stg(p) = 1 folgt

B.(p) N T(p) = {p}

fir alle T € G\ {1}. Dann gilt
B%@) C Hy(T).

(2) Die Konvexitét und die Abgeschlossenheit von D,(G) ist offenbar. Sei z € D,(G).
Dann gilt

U [, 2] € Dy(G),

z'€Bg (p)
woraus folgt z € int(D,(G)). O
Lemma 3.2.3 Seien zq, 25 € H. Wir betrachten die Equidistante
Equidist (21, 22) := {z € H| p(z, 21) = p(z, 22) }.

Dann ist diese Mange eine eindeutige Geodéte, die durch die “hyperbolische Mitte” des
hyperbolischen Segments [z1, 25| senkrecht zu diesem Segment lauft.

Beweis. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass z; = i und 2, = ir? fiir ein r > 0 gilt.

Mit Hilfe des Satzes 1.3.8(2) gilt fiir z € Equidist(z, 22):
22
2 |z —ir?

Nach einer kurzen Berechnung bekommen wir |z| = r. O
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Lemma 3.2.4 Ist z € int D,(G), dann ist fir alle 7€ G \ {1}

p(z,p) < p(z,T(p))-

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein € > 0 mit B.(z) C D,(G). Angenommen,
dass fiir ein T' € G'\ {1} gilt:

p(z,p) P p(z, T(p)).

Es existiert ein 2’ € B.(z) mit p(2’,p) > p(z,p). Dann gilt

p(',p) > p(z,T(p))

und so gilt 2’ ¢ H,(T') C D,(G). Ein Widerspuch mit 2’ € B.(z) C D,(G). O

Man kann dieses Lemma folgendermafien umformulieren

Lemma 3.2.5 Ist z € int D,(G), dann ist fir alle 7€ G \ {1}

p(z,p) < p(T(2),p).

Satz 3.2.6 Sei G < PSLy(R) eine Fuchssche Gruppe, sei p € H ein Punkt, so dass

Sta(p

) = 1 gilt. Dann ist der Dirichlet-Bereich D,(G) ein konvexer und zusammenhéngen-

der Fundamentalbereich fir G.

Beweis. Wir iiberpiifen die drei Bedingungen der Definition 3.2.1.

(1)
(2)

D,(G) = int(D,(G)) ist schon bewiesen in Lemma 3.2.2.
Wir zeigen |J T'(D,(G)) = H.
TeG

Sei z € H beliebig. Nach Folgerung 2.5.5 hat der Orbit G(z) keinen Haufungspunkt
in H. Deswegen existiert zp € G(z) mit

. /
,20) = min ,2).
p(p. 20) min, (p, 2)

Dann gilt

p(p7 ZO) < p(pv T(ZD))
fir alle T € G. Aquivalent ist

p(p, z0) < p(T'(p), 20)

fir alle T € G. Daraus folgt zy € D,(G). Da zy € G(z) ist, liegt jeder Punkt z € H
in dem G-orbit eines Punktes zp aus D,(G). Dann ist die Bedingung (2) erfiillt.

Wir zeigen, dass fiir alle T € G \ {1} gilt
int(D,(G)) NT(int(D,(G))) = 0.

Wenn das nicht stimmt, dann existieren z,z’ € int(D,(G)) mit 2/ = Tz fiir ein
T € G\ {1}. Nach Lemma 3.2.5 gilt

p(z,p) < p(2',p) < p(z,p).
Ein Widerspruch.

Es ist klar, dass D,(G) konvex und so wegzusammenhéngend ist. Dann ist D,(G)
zusammenhéngend. O

33



Satz 3.2.7 Sei G = PSLy(Z) und sei p = ki mit k > 1. Dann ist
1
Dy(G) = {z € H||z| > 1,|Re(2)] < 5}

Beweis. Wir bezeichnen mit M die Menge in der rechten Seite dieser Gleichung. Mit
Hilfe des Lemmas 3.2.3 ist es leicht zu iiberpriifen, dass L,(T), L,(T") und L,(S) die
drei Seiten von M sind. Daraus folgt D,(G) C M.

Angenommen D,(G) # M. Aus der Abgeschlossenheit beiden Mengen folgt, dass ein

2 € int(M)\ D,(G)

existiert. Da D,(G) ein Fundamentalbereich fir G ist, existiert ein ¢ € G \ {1} mit
g(2) € Dy(G). Nach eine kleine Variation von z kénnen wir Folgendes annehmen:

9(2) € int(D,(Q)).

Also gelten
z € int(M) und g(z) € int(M) (3.2.1)

fiir ein g € G\ {1}. Sei g(z) = Zjiz mit (Z 2) € SLy(Z). Dann gilt

lcz+d|* = (cz+d)(cz+d) = Z|z)* +2Re(2)cd +d* > P +d* — |ed| = (|| —|d|)*+]|cd| € N,

sonst wire ¢ = d = 0, was unmoglich ist. Daraus folgt

Im(z)

Im(g(2))

Nach Symmetrie folgt analog aus (3.2.1): Im(2) < Im(g(2)). Ein Widerspruch. Also gilt
Dy(G) = M. d
3.3 Limesmenge A(G)

Wir erinneren uns an die Definition 2.5.6: Sei G < PSLy(R) eine Fuchssche Gruppe. Die
Menge aller Haufungspunkte aller Orbits G(z), z € H, heifit Limesmenge der Gruppe G
und wird mit A(G) bezeichnet. Kurz:

Wir haben gemerkt, dass A(G) ist G-invariant und es gilt:
A(G) CRU {0} (3.3.1)
Nach Aufgabe 1(a) aus dem Ubungsblatt 4 gilt:
AG) = AG).

Bei der Losung dieser Aufgabe haben wir folgendes bewiesen: Fiir jeden Punkt zy € H
gilt
A(G) = HP(G(z0)). (3.3.2)
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Lemma 3.3.1 Sei G eine Fuchssche Gruppe und sei a € A(G). Fiir je zwei verschiedene
Punkte in #,7 € RU {oo} \ {a} gilt

a € HP(G(B)) UHP(G(v)).

Beweis. Sei Kg ., die offene Geodéte, die 5 und «y verbindet. Sei 2y € K3, ein beliebiger
Punkt. Aus (3.3.2) folgt, dass es eine Folge (T,),en verschiedener Elemente von G mit
T (20) — « gibt. Dann existiert eine Teilfolge (7}, )ken, so dass T, (8) — a oder T,,, () —
aist. O.B.d.A. gilt T,,(8) — «.

Fall 1. Es gilt 7,,(3) # « fiir alle n.
Dann ist « € HP(G(5)).

Fall 2. Es gilt 7,,(8) = o und 7,,(8) = « fiir einige n # m.
Dann ist g := T;,T;! ein nichttriviales Element aus Stg(a). Da o € RU {oo} ist, ist
g nicht elliptisch.

(a) Wenn g hyperbolisch ist, dann ist F/E{(g) = {a, '} fir ein o/ # . Wenn es
ein von zwei Elementen, 5 oder v, sagen wir (3, nicht in Fix(g) liegt, dann gilt
a € HP({g)(5)) wegen der bekannten Dynamik des hyperbolischen Elements.

(b) Wenn g parabolisch ist, dann ist Pf‘l\x(g) = {a}, und der Beweis ist analog
zu (a). O

Satz 3.3.2 Sei G eine Fuchssche Gruppe. Wenn |A(G)| > 2 ist, dann ist A(G) der Ab-
schluss der Menge aller Fixpunkte aller hyperbolischen Elemente von G:

AG) =" U Fix(y). (3.3.3)
g ist hyp.

Beweis. Zuerst beweisen wir, dass G mindestens ein hyperbolisches Element enthélt.
Wenn G \ {1} nur elliptische Elemente enthélt, dann ist G = 7Z,, nach Folgerung 2.7.4.
Dann wire A(G) = 0.

Angenommen, dass G \ {1} nur parabolische Elemente enthélt. Sei T € G ein pa-
rabolisches Element. Nach einer passenden Konjugation kénnen wir annehmen, dass
T : 2z z+ k und somit Fix(7T") = {oo} ist. Dann existiert S € G mit oo ¢ Fix(.5).
(Sonst wére {00} ein G-orbit, dann wére G eine elementare Fuchssche Gruppe, dann wére
G zyklisch (nach Satz 2.7.5) mit einem parabolischen Erzeuger, dann wére A(G) = {oo},
was unmoglich ist.)

Sei S(z) = gjis mit ad — be = 1. Da oo ¢ Fix(S) ist, ist ¢ # 0. Dann gilt:

|Tr(T"5)\:\Tr(((1] ”1’“) (‘CL Z))\:\a+d+nkc\>2

fiir grofl genug n. Daraus folgt, dass T™S ein hyperbolisches Element fiir grofl genug n ist.
Ein Widerspruch.
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Also enhélt G ein hyperbolisches Element go. Sei Fix(go) = {,v}. Nach Lemma 3.3.1 gilt

AG) S G(B)UGM).
Das liegt in der rechten Seite der Formel (3.3.3), weil fiir alle ¢ € G gilt: g({8,7}) =
Fix(ggog™") und ggog~* ist hyperbolisch.
Die rechte Seite von (3.3.3) liegt in A(G), weil A(G) abgeschlossen ist (Aufgabe 1(a)
im Ubungsblatt 4). O

Definition 3.3.3 Sei X ein topologischer Raum und sei M C X eine Teilmenge.
(a) M heiBt dichtin X, falls M = X ist.

(b) Ein Punkt m € M heit isolierter Punkt von M, falls es eine Umgebung U von m
gibt, die keine anderen Elemente aus M enthélt.

(¢) M heifit insichdicht, falls M keine isolierten Punkte besitzt. Mit anderen Worten,
es gilt M C HP(M).

(d) Abgeschlossene insichdichte Mengen M heiflen perfekt. Mit anderen Worten, es gilt
M =HP(M).

(e) M heifit genau dann nirgends dicht, wenn M in keiner Umgebung eines ihrer Ele-
mente dicht liegt. Dies ist dquivalent dazu, dass jede Umgebung jedes m € M eine
nichtleere offene Teilmenge enthilt, die keine Elemente von M enthélt.

Bemerkung 3.3.4 Die Cantor-Menge ist eine iiberabzihlbare, abgeschlossene, insich-
dichte und nirgends dichte Teilmenge der reellen Zahlen.

Satz 3.3.5 Sei G eine Fuchssche Gruppe. Wenn |A(G)| > 3 ist, dann gilt genau eine der
folgenden Assagen:

(1) A(G) = RU{o0}.

(2) A(G) ist perfekt und nirgends dicht in R U {oo}.

Beweis. Seien «, (3,7 beliebige drei Punkte in A(G). Nach Lemma 3.3.1 gilt
o € HP(G(8)) UHP(G(7)) C HP(A(G)).

Also gilt A(G) € HP(A(G)). Da A(G) abgeschlossen ist, ist A(G) perfect.

Angenommen 7(1). Wir beweisen, dass A(G) nirgens dicht in R U {oo} ist.
Sei U := RU{o0} \ A(G) # (). Da U eine nichtleere offene Menge ist, enthélt U unendlich
viele Elemente. Nach Lemma 3.3.1 existiert § € U mit a € HP(G(f)).

Sei V' eine beliebige Umgebung von « in RU{oo}. Dann existiert g € G mit g(5) € V.
Da g eine stetige Abbildung auf RU{oo} ist, existiert eine offene Teilmenge U; in RU{oco}
mit f € U; C U und ¢g(U;) C V. Wir haben

UNAG) =0= U NAG) =0 = g(U) NAG) = 0.

Also enthélt V' die offene Teilmenge g(U;), und ¢(U;) ist frei von Elementen aus A(G).
Deswegen ist A(G) nirgends dicht in R U {oo}. O
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3.4 Struktur des Dirichlet-Bereichs
In dem Abschnitt wird G diskret sein.

Definition 3.4.1
(a) Ein Punkt z € D,(G) heifit geometrisches Eckpunkt von D,(G), wenn z = L,(T') N
L,(T") fiir einige T\, T" € G ist.

(b) Eine Menge der Form L,(T)ND,(G) mit T € G heifit geometrische Seite von D,(G),
wenn sie mindestens zwei Punkte enthélt.

Bemerkung 3.4.2 Geometrische Seiten von D,(G) sind abgeschlossen. Wir werden zei-
gen, dass sie entweder geodéte Segmente, oder geodéte Strahlen, oder vollen Geodéten
sind. Man kann zeigen, dass D,(G), betrachtet als Teil von H, von (mdglicherweise un-
endlich vielen) seinen geometrischen Seiten und Segmenten von R U {co} beschrinkt ist.

Lemma 3.4.3 Sei M = {z;|i € I} eine Teilmenge von H, so dass z; = L,(T;) N L,(1})
fir einige T;, T} € G ist. Dann ist HP(M) = ().
Insbesondere sind Eckpunkte von D,(G) voneinander isoliert.

Beweis. Angenommen: (z;);>1 eine Folge verschiedenen Elemente aus M, die gegen
einen Punkt zy konvergiert. Aus z; € L,(T;) folgt

p(p, z) = p(Ti(p), z:) = p(p, T; ' ().

Es existiert 7 > 0, so dass p(z;, z0) < r fiir alle 4 ist. Dann gilt p(T; " (z), T, *(20)) < 7.
Daraus folgt

p(p, T (20)) < plp, 20) + 2r.
Analog gilt

p(p, T " (20)) < p(p, 20) + 2r.
Also liegen alle Punkte T, '(z) und 7/ '(2) in einem kompakten Bereich. Da G total
unzusammenhéngend auf H operiert, muss die Menge ;le{Ti, T!} endlich sein. Ein Wider-

spruch. O

Lemma 3.4.4 Mindestens ein Punkt von |J L,(7T) in D,(G) liegt.
TeG\{1}

Beweis.
Lemma 3.4.5 Sei T' € G. Wenn L,(T') N D,(G) # 0 ist, dann gilt eine von zwei:
(1) L,(T) N D,(G) ist ein geometrisches Eckpunkt von D,(G).

(2) L,(T)N D,(G) ist eine geometrische Seite von D,(G). Sie ist entweder ein geodétes
Segment, oder eine geodédte Strahl, oder die ganze Geodéte L,(T). Die Endpunkte
des Segments und der Anfangspunkt der Strahl sind Eckpunkte von D,(G).

Beweis.
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Definition 3.4.6 Kongruente Punkte. Elliptische Punkte in F'.
Ordnung 2. Eckpunkte und Seiten von F'.
Zyklen in F'. Elliptische Zyklen. Winkel
Jedes Zyklus in F' enthélt nur endlich viele Eckpunkte.
Stabilisatoren von Punkten sind endlich.

Satz 3.4.7 Sei G eine Fuchssche Gruppe und sei D,(G) ein Dirichlet-Bereich fiir G.
Es gibt eine Bijektion zwischen den elliptischen Zyklen in F' und den Konjugationsklassen
nichttrivialen maximalen endlichen Untergruppen von G.

Satz 3.4.8 Sei G eine Fuchssche Gruppe und sei D,(G) ein Dirichlet-Bereich fiir G.
Sei Py, Ps, ..., P, ein Zyklys in F' und sei P; der Winkel bei P, in F. Sei m = |Ste(P1)].

Dann gilt

~ ~ 27
Pl+._|_Pt:—
m

Definition 3.4.9 Kongruente Seiten

Satz 3.4.10 Sei {¢; |i € I} die Menge der Seiten von D,(S). Fiir jede Seite ¢; existiert

genau eine andere Seite ¢}, die kongruent zu [ ist. Sei T;¢; = ¢; fiir ein T; € G. Dann gilt
G=(T;|iel).
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