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Einleitung

Das Studium hyperbolischer Gruppen ist ein sehr weitlaufiges Gebiet; dieser
Seminarvortrag soll einen kleinen Einblick in die Untersuchung hyperbolischer
Gruppen bieten.

Zu Beginn soll dabei das Konzept hyperbolischer Gruppen deutlich gemacht wer-
den und ein Satz zu Konjugationsklassen endlicher Untergruppen bewiesen wer-
den. Im zweiten Abschnitt soll dann das erste der drei Dehnschen Probleme, das

Wortproblem, fiir hyperbolische Gruppen gelost werden.

Elementar zum Verstéindnis und der Bearbeitung ist dabei das Konzept von Cay-

leygraphen, von dessen Kenntnis hier ausgegangen wird.



Kapitel 1

Endliche Untergruppen
hyperbolischer Gruppen

Im Folgenden sei die Metrik auf dem Cayleygraphen einer Gruppe wie folgt de-
finiert: Der Abstand zweier Punkte auf dem Graphen sei 1, wenn diese Punkte
direkt durch eine Kante verbunden sind. Somit ist der Abstand zweier beliebiger
Punkte durch die minimale Anzahl an Kanten definiert, die fiir die Verbindung
der beiden Punkte benotigt wird. Offenbar gibt es eine solche krzeste Verbindung
(Geodéte) immer, und der Cayleygraph einer beliebigen Gruppe ist ein geodéti-
scher, metrischer Raum. Fiir einen solchen Raum kann man nun definieren, was

es heifit hyperbolisch zu sein.

Definition 1.1

Sei d > 0. Fin geoddtischer Dreieck in einem metrischen Raum heif$t 0-diinn, falls
jede Seite des Dreiecks in der §-Umgebung der beiden anderen Seiten enthalten
15t.

FEin geoddtischer, metrischer Raum X heif$t -hyperbolisch, falls jedes geoddtische
Dreieck in X 6-hyperbolisch ist.

Definition 1.2

Fine Gruppe G, mit endlichem Erzeugendensystem A, heifst hyperbolisch, falls
der Cayleygraph T'(X, A) mit der oben beschriebenen Metrik §-hyperbolisch ist,
fiir ein & > 0.



Bemerkung 1.3

Die Eigenschaft einer Gruppe hyperbolisch zu sein, ist unabhéngig von dem (end-
lichen) Erzeugendensystem A. Das liegt daran, dass der Wechsel zwischen ver-
schiedenen Erzeugendensystemen eine Quasi-Isometrie zwischen den Cayleygra-
phen darstellt. Ist X d;-hyperbolisch und f : X; — X5 eine Quasi-Isometrie,
dann ist X, schon do-hyperbolisch, fiir ein 9, > 0. Der Beweis dazu soll jedoch

an dieser Stelle ausgelassen werden.

Beispiel 1.4
Die unendliche Diedergruppe D, hat zwei Darstellungen.

Dy = (r,s|s* =1,srs =1 1)
Dy, = (s0, 81|58 = 55 = 1)

Die Cayleygraphen I'(Dy, {r,s}) und I'(Dso, {S0,s1}) sind verschieden und 6-
hyperbolisch fiir verschiedene §:

['(Dy, {r, s}) ist 1-hyperbolisch, jedoch nicht -hyperbolisch falls § < 1 gilt, aber
(Do, {50, 1}) ist d-hyperbolisch, fiir alle § > 0.

Der folgende Satz kann sowohl direkt bewiesen werden, aber auch als Korollar
von Satz 2.3 im zweiten Abschnitt gesehen werden. Ein direkter Beweis findet

sich in in der Literatur (Kapitel III1.I', Proposition 2.2, Bridson-Haefliger [1]).

Satz 1.5
Jede hyperbolische Gruppe ist endlich prdasentierbar.

Fiir die Untersuchung der Kojugationsklassen endlicher Untergruppen hyperboli-
scher Gruppen sollen Hilfsaussagen zu allgemeinen metrischen Rdumen verwendet

werden.

Definition 1.6

Sei X ein metrischer Raum, Y C X ein beschrinkter Unterraum und € > 0.
Definiere ry := {p > 0]Y C B(z,p),z € X}.

Dann heifit C.(Y) = {z € X|Y C B(z,ry + ¢)} das Quasi-Zentrum von Y

beziiglich .



Lemma 1.7

Sei X ein d-hyperbolischer Raum und Y C X beschrinkt. Dann hat C.(Y') einen
Durchmesser kleiner als oder gleich (40 + 3¢), d.h. es gilt d(x,z") < 40 + 2¢ fir
beliebige x,x’' € X.

Beweis. Seien z,2’ € C.(Y), y € Y beliebig und m Mittelpunkt der Geodite
[z, 2']. Man erhilt ein geodétisches Dreieck mit den Eckpunkten z, 2, y. Da X ¢-
hyperbolisch ist, gibt es einen Punkt p € [z,y] U [z, y], mit d(m, p) < § und ohne
Einschrankung kann p € [z, y] angenommen werden. Mit der Dreiecksungleichung
folgt dann

d(p,z) < d(x,m) —d(p,m) < d(x,m) —§

und somit
d(y,p) = d(y,z) — d(p,x) < d(y,x) — d(z,m) + 6 = d(y, ) + 0 — d(z,2") /2
Wegen z € C.(Y) gilt d(x,y) < ry + € und es gilt
d(y,m) < d(y,p) +d(p,m) <ry +e+20 —d(x,2") /2.

Nun mo6chte man y so wéhlen, dass d(y,m) > ry erfiillt wird. Das ist ohne
Weiteres moglich, falls m ¢ {z € X|Vp > ry : Y C B(z,p)}. Das gilt fiir
m € {z € X|Vp > ry : Y C B(x,p)} nicht unbedingt, z.B. falls Y = B(m,ry)
ist. Es gibt jedoch fiir jedes £ > 0 ein y= € Y, sodass d(yz,m) > ry — € gilt. Mit
obiger Gleichung folgt dann

ry —€ < d(ys,m) <ry +e+20 —d(x,2')/2, fiir alle € > 0,
und somit
e4+25 —d(x,2')/2 20 < d(z,2") <2 +46
[ |

Die Anwendung des Lemmas auf den Cayleygraphen hyperbolischer Gruppen
liefert folgendes Ergebnis:

Satz 1.8
Seit G eine hyperbolische Gruppe. Dann besitzt G nur endlich viele Konjugations-

klassen endlicher Untergruppen.



Beweis. Sei G = (A), mit |A| < oo, und I'(G, A) §-hyperbolisch. Sei auBerdem
H < G eine endliche Untergruppe und Cy(H) C I'(G, A) ein Quasi-Zentrum nach
Definition 1.6.

H wirkt durch Linksmultiplikation auf I'(G, A) und lésst dabei C}(H) invariant,

denn:
HCi(H)={hzx e T'(X,A)|H C B(x,rg +1),h € H}
={re(X,A)|H C B(h 'z,ry),h € H}
={zx eT(X,A)|H.H C B(xz,ry)} = C1(H)

Sei nun z € C;(H), dann gilt nach obiger Feststellung v 'Hz.x 'Ci(H) =
' H.Cy(H) = 27'Cy(H). Wegen z € C1(H) ist 1 € 27'Cy(H), also z7'Hz C
v 'Hx.xz71C1(H) = 27'C,(H), also ist jede endliche Untergruppe konjugiert zu
einer Teilmenge von z~!'C}(H). Davon gibt es aber nur endlich viele, da nach
Lemma 1.7 der Durchmesser von x~'C}(H) kleiner oder gleich 4§ + 2 ist, und die
Menge der Punkte im Cayleygraphen diskret ist.

|



Kapitel 2
Das Wortproblem

Zu den bekanntesten Problemen der kombinatorischen Gruppentheorie gehoren

die sogenannten Dehnschen Probleme, die von Max Dehn im Jahre 1912 formu-

liert wurden. Dabei handelt es sich um die Frage, ob es zu folgenden drei Fra-
gestellungen ein Verfahren gibt, welches in endlicher Zeit die korrekte Antwort
liefert:

Das Wortproblem: Ist ein Element aus der Gruppe, gegeben als Folge von Er-
zeugern und Inversen von Erzeugern, die Identitt?

Das Konjugaitonsproblem: Sind zwei gegebene Elemente einer Gruppe kon-
jugiert zueinander?

Das Isomorphieproblem: Erzeugen zwei gegebene Présentationen (A;|R;) und

(A3|R) zueinander isomorphe Gruppen?

Keines der drei Probleme ist fr jede endlich prsentierte Gruppe entscheidbar,
jedoch ist sind alle Probleme fiir hyperbolische Gruppen lsbar. Bis auf einen
Beweisschritt soll die Existenz einer Lsung der Wortproblems fiir hyperbolische

Gruppen hier gelost werden.

Definition 2.1
Sei G = (A|R) eine endlich prsentierte Gruppe. Seien uy, vy, ..., Uy, v, Worter

aus der freien Gruppe tber A, mit den folgenden Bedingungen:

1. uy=g v, Vie{l,...,n}



2. |U1’ < ‘Ui’, Vi € {1,,n}

3. Entspricht eine Folge von Erzeugern aus AU A~ der Identitit in G, dann

st schon mindestens eines der u; als Teilfolge enthalten.

Dann lisst sich das Wortproblem fiir ein Wort w mit folgendem Algorithmus

losen:

1. Suche nach einem Teilwort u; in w. Ist keines enthalten, so entspricht w
nicht der Identitit.

2. Ist ein u; enthalten, ersetze es durch v;. Man erhdlt ein neues, echt kiirzeres
Wort w'.

3. Ist w' nicht das leere Wort (also 1), dann beginne bei Schritt 1.

Der gegebene Algorithmus heifst Dehn-Algorithmus.

Definition 2.2

FEine endliche Prdsentation G = (A|R) heifst Dehn-Prdsentation, falls R =
{ugvt, .. unvnty, wobei {ug,vili € {1,...,n}} die Bedingungen aus Definiti-
on 2.1 erfillt.

Im Hinblick der obigen Definitionen stellt sich nun die Frage, welche Gruppen

eine Dehn-Prasentation besitzen. Es stellt sich heraus:

Satz 2.3
Fine endlich prdasentierbare Gruppe G besitzt eine Dehn-Prisentation, gdw. sie

hyperbolisch ist.

Aussage zu der tatschlichen Erreichbarkeit einer Dehn-Pr. einfiigen
Bevor diese Aussage bewiesen werden kann, muss zunéchst etwas Vorarbeit ge-

leistet werden.

Definition 2.4
Sei X ein metrischer Raum und k > 0. Ein Weg ¢ : [a,b] — X heifst k-lokal
geoddtisch, falls d(c(t),c(t’)) = l(c|pw), fir alle t,t' € [a,b], mit t < ' und



l(clpe) < k (dabei bezeichnet I(c|y) die Linge des Weges ¢, von c(t) bis c(t’)).

In anderen Worten: Jeder ausreichend kurze Teilweg von c ist schon eine Geodite.

Satz 2.5

Sei X ein §-hyperbolischer, geoditischer Raum und c : [a,b] — X eine k-lokale
Geodite, mit k > §. Dann ist im(c) in der 20-Umgebung jeder beliebigen Geodite
[c(a), c(b)] enthalten.

Beweis. Sei [c(a), c(b)] eine beliebig gewihlte Geodéte und = = ¢(t) € im(c),
mit maximalem Abstand zu [c(a), ¢(b)]. Dann gibt es zwei Félle.

Fall 1: (c|ja,), L(clpy) > 49.

Dann gibt es einen Teilpfad ¢ = ¢|p) von ¢, mit Mittelpunkt = und () €
(80, k) C R. Es seien y = ¢(a’) und z = ¢(V') Anfangs- bzw. Endpunkt von ¢, und
y' und 2’ die auf [c(a), c¢(b)] liegenden Punkte, mit jeweils minimalem Abstand zu
y bzw. x.

Da ¢ k-lokal geoditisch ist und I(¢/) < k gilt, ist ¢ eine Geodite. Teile nun
das so entstandene Viereck mit einer Geodéte [¢/, 2] in zwei geodétische Dreiecke
A(y,y',z) und A(y/, z,2'). Nun ist X d-hyperbolisch, also existiert ein Punkt
pEy, YUY, 2] U]z, 2], mit d(z,p) < 20.

Wiére nun p € [y, ], dann wiirde folgen:

d(z,y') —d(y,y') < (d(z,p) +d(p,y)) — (d(y,p) +d(p,y'))
= d(x,p) — d(y,p) < d(x,p) — (d(y,r) — d(x,p))
= 2d(x,p) —d(z,y) <4 —40 =0

Damit wire y weiter von [c(a), ¢(b)] entfernt als x, was ein Widerspruch zur Wahl
von x wire. Analog argumentiert man p ¢ [z, 2']. Also liegt p auf der Geodéte
[c(a), c(b)], also liegt nach Wahl von z schon der ganze Weg p in der 26-Umgebung
von [e(a), e(b)].

Fall2: I(c|ja,) < 40 oder I(clpp) < 46
Sei ohne Einschrénkung I(c|j) < 46. Dann konstruiert man dhnlich wie zuvor
einen Teilweg ¢, mit I() € (8, k), jedoch gilt nun y = ¢’ = ¢(a) (nach Notation
wie in Fall 1) und z ist nicht mehr der Mittelpunkt von ¢. Jedoch fallen dann

auch [y,z] = im(c) und [¢(a), 2] zusammen und man erhilt ein geoditisches
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Dreieck A(c(a), z,2"). Nach Argumentation wie in Fall 1 liegt = (und damit ganz

') sogar in der 6-Umgebung von [c¢(a), ¢(b)]. |

Korollar 2.6
Sei X ein §-hyperbolischer, geoditischer Raum und c : [a,b] — X eine k-lokale
Geoddte, mit k > 80. Dann ist ¢ entweder konstant, oder c(a) # c(b).

Beweis. Sei c¢(a) = ¢(b). Dann gilt nach Satz 2.5: im(c) C B(c(a),2d), also

[(c) < 40. Also ist ¢ eine Geodéte in einem Punkt, und somit konstant. [ |

In einem Cayleygraphen korrespondieren die geschlossenen Wege (Schleifen) ge-
rade den der Identitdt entsprechenden Worter, was einen vielleicht schon ahnen
lésst, wie - oder zumindest dass - obiges Korollar hilfreich sein kann.

In Hinsicht auf die Schleifen muss noch ein weiterer Begriff eingefiihrt werden.

Definition 2.7
Sei G = (A|R) eine Gruppe und w ein Wort in den Erzeugern von G, welches
die Identitdit reprasentiert. Dann ist der Fldcheninhalt von w (bzgl. R) durch

k
Arear(w) = min{k € N| Hxirixi_l =w,z; € G,ry € RVie{l,... k}}

=1

definiert.

Der gruppentheoretisch definierte Begriff des Flacheninhalts héingt eng mit dem
Begriff der Triangulierung bzw. der p-Fiillung einer Flache aus der Topologie
zusammen. Auch hier ist die Schnittstelle wieder der Cayleygraph von G und
das Produkt Hle wyrir; = w ist ,beinahe® eine Triangulierung von der zu w
gehorenden Schleife im Cayleygraphen.

Durch den folgenden Satz, der auch der letzte Baustein fiir den Beweis von Satz

2.3 ist, erhélt man einen Zusammenhang zu hyperbolischen Gruppen.

Satz 2.8

Sei G = (A|R) eine endliche Prasentation einer Gruppe. Wenn eine Konstante
K >0, mit Arear(w.) < Kl(c)+ K fir jede Schleife ¢ in I'(G, A) existiert, dann
ist I'(G, A) schon §-hyperbolisch fiir ein § > 0. Dabei ist w. das zu ¢ gehérende

Wort in den Erzeugern von G (welches die Identitit repraisentiert).

9



Diesen Satz zu beweisen wiirde den Rahmen dieses Seminarvortrags bei Weitem
iiberschreiten. Von daher sei hier fiir den allgemeinen Fall eines metrischen Raum-

es auf die Literatur verwiesen (Kapitel III.H, Theorem 2.9, Bridson-Haefliger [1]).

Beweis von Satz 2.3. Sei G = (A|R) eine hyperbolische Gruppe und I'(G, A)
0-hyperbolisch. Wahle k > 8 fest.

Nach Kontraposition von Korollar 2.6 enthélt dann jede Schleife ¢ in T'(G, A)
einen nicht-geodétischen Teilpfad p von Lénge I(p) < k. Somit existiert zu einem
solchen p eine Geodéate g mit gleichem Anfangs- und Endpunkt. Bezeichnen nun u
und v die zu den Pfaden p bzw. ¢ gehérenden Wérter, so gelten offenbar u =¢ v,
sowie |v| < |u] (& U(q) < (p)).

Es sei U = {uy,...,u,} die Menge aller reduzierten Worter iiber A U A™!, mit
Wortldnge kleiner oder gleich k, die keine Geodite in I'(G, A) darstellen und
V ={vy,...,v,} die Menge aller Worter, sodass v; die zu u; gehorende Geodiite
darstellt. Dann erfiillen die u;, v; die Bedingung an den dehnschen Algorithmus,
und R := {uv;', ..., u,v; 1} liefert eine Dehn-Priisentation G = (A|R).

Sei nun umgekehrt G eine beliebige Gruppe mit Dehn-Présentation G = (A|R).
Nach Satz 2.8 ist dann nur zu zeigen, dass Arear(w) < K|w|+ K, fiir ein K > 0
und fiir jedes Wort w, welches die Identitédt représentiert, gilt. Tatsachlich gilt
sogar Areag(w) < |wl.

Sei also w ein solches Wort, dann existiert eine Relation wv~! € R, sodass u ein

Teilwort von w ist. Es folgt

1

w = Uy = xuv_lvy = UV x_lxvy.

Es ist wegen u =¢ v schon 1 =¢ w =¢ w' = zvy, und es gilt |w| > |w'|. Iteratives

vorgehen liefert eine Darstellung

k
w = Hazluivi’lle,
i=1
wobei k < |w| gilt, da der Rest w’ mit jedem Abspalten eines Kojugats kiirzer

wird. Somit gilt Areag(w) < |w| und die G ist hyperbolisch. [

Nun, da die Existenz eines Algorithmus’ zu Losbarkeit des Wortproblems nach-

gewiesen wurde, liegt es nahe zu sagen, das Wortproblem sei fiir hyperbolische
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Gruppen losbar. Das ist anhand des Gegebenen aber praktisch nicht klar; ange-
nommen man hat eine beliebige Prisentation G = (A|R) einer hyperbolischen
Gruppe gegeben, wie stellt man fest, ob diese eine Dehn Présentation ist, und
wenn nicht, wie man aus der gegebenen eine Dehn-Présentaiton erhélt? Wie stellt
man iiberhaupt fest, ob eine Présentation hyperbolisch ist?

Praktisch fiihrt das zu einer eingeschréankten Losung des Wortproblems. Wendet
man den Dehn-Algorithmus mit einer beliebigen Prasentation an, so erhélt man
in manchen Fiéllen das Ergebnis w =g 1, in den restlichen Féllen das Gegenteil

nicht unbedingt erfiillt.
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